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PREFAZIONE 


La geometria solida tratta dei piani, e degli angoli solidi ; dei 
poliedri o solidi terminati da superticie piane; e finalmente dei 
tre corpi rotondi, vale a dire del cono retto, del cilindro reUo, 
c della sfera. Quindi in questa quarta edizione abbiarn stimato di 
dividere la nostra istituzione di geometria solida in tre libri ana- 
logamente a ciò che abbiarn fatto nella quarta edizione delia geo- 
metria piana, che pure è stata divisa in tre libri. La divisione 
in capitoli è rimasta come era lidie due edizioni precedenti, vaio 
a diie che ogni capitolo contiene una particolare teoria, senza 
miscugli. Iti tal modo si evita il grave inconveniente di disporre 
le proposizioni ad arbitrio, con la sola condizione di mantenere 
1’ esattezza delle dimostrazioni ; inconveniente che si osserva nd 
più celebri scrittori di elementi geometrici. 

Nell' edizioni precedenti esponemmo la teorica compiuta de- 
gli angoli solidi triedri: in questa abbiamo leggiermente modi- 
ficala la dimostrazione della proposizione, che riguarda ['egua- 
glianza degli angoli diedri, quando gli angoli piani di due angoli 
solidi triedri sono rispettivamente uguali ; e ci sembra che quella 
fondamentale proposizione sia ora dimostrata co! più grande ri- 
gore possibile. l.a dimostrazione di Legendre, e piuttosto di Ro- 
berto Sismon, non è generale, perchè suppone tacitamente che 
due degli angoli piani sopraccennati siano acuti ; e per conse- 
guami la teorica degli angoji solidi vacillava nelle fondamenta. 
Olire a ciò si troveranno in questa edizione messe al loro posto 
le condizioni che determinano gli angoli solidi potiedri , senza 
miscuglio di problemi ausiliarj. che si trovano io Legendre ; e 
però, se non e’ inganniamo , la teorica itegli angoli solidi in ge- 
nerale trovasi esposta io un modo compiuto, almeno per quanto 
spetta alla parte elementare della scienza. 
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La teorica dei poliedri è monca ed imperfetta in Euclide, co- 
me lutti sanno ; e come doveva essere, pcrchù ai tempi di questo 
geometra la teorica degli angoli solidi era nell’ infanzia. 1 geome- 
tri moderni, e soprattutto Legendre, l’ hanno perfezionata ed in- 
grandita ; purtultavolta il sistema di Euclide era rimasto inaltera- 
to, in quanto alla sostanza delle cose. Non si era ridotta la teo- 
rica dei poliedri a quella della piramide triangolare ; e però biso- 
gnava passare per una serie di proposizioni relative ai parallele- 
pipedi , le quali riescono didìcili ad apprendersi ed a ritenersi 
dagli studiosi, come è noto a tutti quelli che hanno pratica del- 
l' insegnamento della geometria. Per levare queste difficoltà fum- 
mo obbligati a rifare quasi dalle fondamenta la teorica dei polie- 
dri , mettendo a profitto le meditazioni degli antichi e de’ mo- 
derni geometri, non che le nostre, qualunque esse siano. 

In questa edizione il solo cungiamento , che si osserverà è 
relativo alla proposizione, in cui si tratta di esprimere in linee 
il rapporto di due poliedri dati. All’antica dimostrazione si è so- 
stituita un’altra, die abbiam trovata più facile nell’insegnamento. 

La teorica dei tre corpi rotondi è rimasta come era nelle due 
edizioni precedenti ; solamente si osserveranno qnà e là alcuno 
giunte e modificazioni, clic servono a rendere più chiare le di- 
mostrazioni. Sititi! te giunte e modificazioni si troveranno soprat- 
tutto nell’ ultimo capitolo, che tratta del triangoli sferici. Ci li- 
miteremo qui a citare le proposizioni relative alla misura della 
piramide sferica, e dell* angolo solido, che trovasi accennata nella 
geometria di Legendre , ma non dimostrata. FincK, geometra 
francese, ha procurato di riempiere una siffatta lacuna nei suoi 
elementi di geometria ; nm , se non andiamo errati , i principi, 
dai quali è partilo, avevano bisogno per lo meno, di esser messi 
fuori di ogni dubbio per ciò che spetta alla misura dell’ angolo 
solido. Ci sembra di esser riusciti a togliere di mezzo ogni diffi- 
coltà intorno alla suddetta misura ; in guisa che la nostra istitu- 
zione di geometria solida può ora considerarsi come compiuta. 

In una lunga nota , messa alla line del libro nella prima edi- 
zione, e nella prefazione alla seconda edizione esponemmo le ra- 
gioni, che ci avevano indotti a prescegliere il metodo degl’ infi- 
nitamenlc piccoli nelle dimostrazioni relative alla misura delle 
superficie, e delle solidità dei tre corpi rotondi , mettendo da 
banda le pesanti e tortuose dimostrazioni di Maurolico, che so-* 
no stale adottale da Legendre, e da qualche traduttore di Eu- 
clide, non che quelle dei limiti, che si trovano in Lacroix, ed in 
alcuni altri scrittori di elementi geometrici. Qui ci limiteremo a 
fare alcune altre osservazioni. 


Digitized by Google 



V 


Il metodo degl' infinitamente piccoli, quando venga adoperat * 
come si conviene , e tanto esatto quanto quello di esaustionc a 
doperato da Archimede, e quello de’ limiti; perocché questi tre 
metodi poggiano sopra una medesima base (*). Se dunque si a- 
doperi il metodo degl" infinitamente piccoli in modo che le dimo- 
strazioni fatte con esso si possano tradurre in quelle fatte col me- 
todo de’ limiti , o di esaustione , cambiando le frasi, ed introdu- 
cendo le opportune costruzioni, esse dimostrazioni avranno tutto 
il rigore possibile ; ed oltre a ciò avranno il prezioso vantaggio 
d' imprimersi facilmente nella memoria, e di conservare le trac- 
ce dell’ invenzione. Ed ecco perchè alcuni de' piii recenti scrittori 
francesi di clementi di geometria hanno scelto a preferenza il 
metodo degl’ infinitamente piccoli, che hanno adoperato nel mo- 
do sopraccennato, e non già come avevano fatto Caravella Nic- 
colò de Martino, Bezout, ed altri elcmentisti, le dimostrazioni 
dei quali non si possono tradurre in quelle fatlc.col metodo dei 
limili, o di esaustione, perchè partono da principi vaghi, e non 
da quelli che servono di base comune ai tre metodi. Quindi in 
questa nuova edizione abbiam conservalo il metodo degl’ infinita- 
mente piccoli nelle dimostrazioni relative alla misura delle super- 
ficie e delle solidità dei tre corpi rotondi; dando ad e<se una for- 
ma tale che ognuno potrebbe , volendo facilmente tradurre in 
quelle fatte col metodo de’ limili, ed anche di esaustione; perchè, 
ripetiamo , il punto di partenza de' tre metodi è lo stesso. 

Ma a malgrado la chiarezza delle precedenti ragioni, di quelle 
da noi dette nelle precedenti edizioni , e di altre che uomini 
di miglior ingegno del nostro hanno detto, o potranno dire, la 
forza di un' antica tradizionale opinione fa si che alcuni, che non 
hanno mai conosciuto lo spirito dei metodi, persistono ad essere 
immobilmente attaccati alle antiche forme di ragionamento , e 
non vogliono ammettere che la considerazione dell’ infinito possa 
introdursi senza maschera negli elementi di geometria. Ad imi- 
tazione degli ant chi Pitagorici, de’ quali fa menzione uno sco- 
liaste di Euclide alla line del libro \ rii questo geometra, grida- 
no la croce addosso a ehi fa uso di quella considerazione, a fine 
di render piana e facile la istituzione geometrica ; e non hanno 
per buona una dimostrazione , se non quando conserva una cer- 
l’ aria di mistero , e sia appoggiata a lunghi e difficili ragiona- 
menti, clic facciano la disperazione degli giovani studiosi. 


(*) Mclluulus, quam rxliustionum vocant. cotlcm f nula mento innitilur, 
quo uielodus inliuitesiuialis, seri multo est imjilicatior ri longiur. 

Bo scovici', T. I. (lag. «64- 
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Questi geometri trascendentali credono profanata la scienza , 
quante volte le dimostrazioni relative alla misura delle superficie 
e delle solidità de’ tre corpi rotondi, non sono fatte con quei giri 
tortuosi, e con quello apparato di proposizioni preparatorie, che 
s’ incontrano nelle dimostrazioni di Maurolico, le quali erano ec- 
cellenti nel tempo, in cui apparvero, perchè più facili di quelle 
di Archimede , ma ora non possono essere sostenute che dalle 
sole menti pregiudicale. Ed infatti abbiam provato nelle due e- 
dizioni precedenti, clic le dimostrazioni di Maurohco non si pos- 
sono giustificare sema ricorrere a la considerazione dell'infinito, 
che non pertanto si \orrebbe proscrivere dagli elementi di geo- 
metria. 

Da questa pregiudicata maniera di vedere le cose risultano 
non pochi inconvenienti. Imperocché gii studiosi dopo gli ele- 
menti di geometria non sentono più parlare di quelle rancide c 
viete forme di ragionamento; e s’ incontrano a viso scoperto nella 
considerazione dell infinito , che con tanta cura si era loro na- 
scosta negli elementi, ed allora insorgono difficoltà, che non es- 
sendo stale risolute nel luogo opportuno, il maggior numero de- 
gli studiosi non apprende clic la parte materiale delle Matemati- 
che, come insegna una trista esperienza. 

Piè i pregiudizj in fatto d' istituzione geometrica si limitano 
alla sola considerazione dell infinito. Vi sono alcuni, i quali non 
vogliono che s'induca negli elementi geometrici l’ordine rigoro- 
so dello proposizioni, e quel legame che serve a mostrare lutt’ i 
punti di contatto di esse , ed a produrre uellu mente una piena 
acquiescenza. Nella opinione di questi sapienti il disordine nelle 
proposizioni, ed il pesante e dommatico apparalo nelle dimostra- 
zioni costituiscono il sublime di una istituzione geometrica. Essi 
pretendono che gli elementi di geometria sono fatti da gran tem- 
po; e che gli studiosi non debbano far altro che imparare come 
meglio possano quel dato numero di proposizioni, che si è con- 
venuto dover far parte degli elementi geometrici , con la sola 
condizione di non dipartirsi da quelle dimostrazioni , che l uso 
ha consacrato. Con questa specie di armonia prestabilita come 
si può sperare che quei sapienti approvi nò tutte quelle innova- 
zioni, che partendo dall’ esame profondo dei principi . sui quali 
poggia la geometria, tendono a renderla piii chiara, più rigoro- 
sa, e più facile ad apprendersi ? 

Ed ecco perchè alcuni geometri non trovando la misura del- 
le aje c de' volumi in Euclide, pretendono che debba esser prò» 
scritta dagli dementi di geometria ; altri al contrario l ammet- 
tono, ma sostengono che debba esser dedotta come conseguenza 
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de' rapporti di quelle aje, e di quei volumi, perché cosi la trova- 
no in Lcgendre, ed in altri moderni scritiori di clementi. Kppe- 
rò stando ad una siffatta pretensione la misura dell’ aja del ret- 
tangolo, quella del cerchio, del parallelepipedo rettangolo, del ci- 
lindro retto, del cono retto, della sfera, eie.... dovrebbe dedur- 
si dalle proposizioni che danno i rapporti de’ rettangoli, de’ pa- 
rallelepipedi, de’ cilindri, de’ coni, delle sfere, etc — Kd intanto 
Archimede, il massimo fra i geometri, ha dimostrato prima che 
il cerchio ha per misura il prodotto della circonferenza per la 
metà del raggio; e poi da questo teorema ha dedotto che le cir- 
conferenze de’ cerchi stanno come i raggi. Parimente ha prima 
parlato delle misure delle superficie e delle solidità dei tre cor- 
pi rotondi, e poi de’ rapporti, che hanno fra loro quelle super- 
eie, e quei volumi ; e lo stesso Legeudre ha seguito questo cam- 
mino là dove parla dei tre corpi roloudi. Volendo dunque man- 
tenere l’ ordine logico delle idee , bisogna che nella geometria 
piana e solida si espongano prima i teoremi relativi alle mi>urc 
delle aje e de’ volumi , poi quelli che spettano ai rapporti di 
quelle aje, e di quei volumi : oppure che si parli prima di questi 
rapporti, e poi delle misure. Ma fare ora in un modo, ora in un 
altro ci sembra che nuoccia al regolare andamento dell’istituzione 
geometrica ; e però tanto nella geometria pinna , quanto nella 
solida abbiam tenuto il cammino di Archimede, anche perchè un 
siffatto cammino serve ad abbreviare le dimostrazioni, soprattut- 
to nella geometria solida. Ciò non ostante siam persuasi che per 
lungo tempo ancora si continuerà a battere la vecchia strada , 
perchè è difficile levare i pregiudizj , soprattutto quando hanno 
un’ antica data, onde non spingeremo più oltre le nostre consi- 
derazioni, e lasceremo ai dotti la cura di dar giudizio intorno al 
nostro lavoro. 
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GEOIDE TUIA SOLIDA 



LIBRO PRIMO 



DELLA LINEA BETTA E DEL PIANO IN GENERALE 

1 . La Geometria Solida considera I' estensione nelle sue Ire 
dimensioni; per cui le linee rette ed i piani si riguardano come si- 
tuati in qualsivoglia modo nello spazio. F qui giova ricordarsi che 
la linea retta è di sua natura indefinita, come pure il piano, abben* 
che spesso occorra di dover considerare soltanto una parte limitata 
dell’ una o dell’ altro. Laonde quando si dice che un punto è situato 
fuori di una linea retta, o fuori di un piano, si deve intendere che 
il punto accennato trovasti al di sopra, o al di sotto della retta , o 
del piano ; o sia sempre fuori de’ loro prolungamenti. 

PROPOSIZIONE 1 — TEOREMA. 

2. Una linea retta non può avere una sua parte in un piano, e 
la rimanente fuori del piano medesimo ( Gg. I ). 

Dimostrazione. Rappresenti la figura MN un piano qualunque , 
e si supponga che la linea retta ABL> abbia una parte AB nel piano 
MN, e la rimanente BD fuori di questo piano. Essendo AB una li- 
nea retta, essa potrà prolungarsi in C nel piano MN ; per conse- 
guenza le due rette ABD, ABC avrebbero due punti comuni A, e B 
senza coincidere in tutta la loro estensione ; ma ciò è impossibile , 
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dunque una linea retta non può a\cre una parie in un piano, e la 
rimanente fuori del piano medesimo: 

3. Corollario. Apparisce da questo teorema che una linea retta 
non può incontrare un piano in più di un punto ; poiché se lo in- 
contrasse in due punti, dovrei)!) essere tutta intera situata nel piano 
medesimo. 11 punto d' incontro di una retta con un piano dicesi il 
piede della retta sullo stesso piano. 

PROPOSIZIONE. Il TEOREM J. 

4. Un triangolo qualunque è situalo in un solo piano ( Cg. 2 ). 

Dim. Sia ABC un triangolo qualunque. Se una sua parte BDEC 
fosse situata in un piano; e la rimanente DAE in un altro, la retta 
AB avrebbe una sua parte BD nel primo piano , e l’ altra DA nel 
secondo; il clic non può sussistere ( n° 2); dunque un triangolo è 
sempre in un solo piano. 

5. Corollario . Si deduce da questo teorema che 

per tre punti A , B, C non disposti in linea retta passa un solo e 
medesimo piano. 

Infatti cougiungendo i tre punti colle rette AB, AC, BC, il trian- 
golo ABC è situato in un solo piano. Quindi per un punto A po- 
sto fuori di una retta BC, e per questa retta medesima si può sem- 
pre far passare un piano; poiché basta prendere due punti B, e C 
ad arbitrio nella retta accennata, e condurre il piano per i tre punti 
A, B, C, nè altro piano potrà passare per la data retta e pel punto 
dato. 

PROPOSIZIONE HI — TEOREMA. 

6. Lue rette che s'incontrano sono situate in un medesimo pia- 
no (Cg. 3 ). 

Dim. Perocché, prendendo ad arbitrio due punti Pe N nelle due 
rette 1NH1, e PQ che s’ incontrano nel punto F, c condotta la retta 
PN, le due linee PF(, e PìF sono situate nel piano del triangolo 
PFN: per cui anche le rette MN e PQ dovranno trovarsi nel me- 
desimo piano ( n° 2 ). 

PROPOSIZIONE IV TEOREMA. 

7. Una retta che incontra due altre situate in un piano , dovrà 
trovarsi nel medesimo piano ( Cg. 4 ). 

Dim. Infatti, supponendo che la retta HO incontri le rette AB, 
e CD situate in uno stesso piano, i punti L, ed E d incontro si tro- 
veranno nel detto piano ; c però tutta la retta HO dotrà stare nel 
piano medesimo ( n° 3. ). 
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paopoMzioKK v — tsohbmj : 

8. L' intersezione comune di due piani che s' incontrano è Ulta li - 
nea retta (fig. 5 ). 

Dim. Sia AB l'intersezione comune di due piani MN, ePQ. È ma- 
nifesto che questa intersezione deve essere una linea , ed una linea 
retia; perciocché se potesse essere una porzione di superficie, o una 
linea curva, i due proposti piani avrebbero sempre più di due puuti 
di comune non disposti in linea retta, e si confonderebbero 1’ uno 
con l'altro ( n° 5 ) contro la supposizione ; dunque 1’ intersezione 
comune di due piani è una linea retta. 

9. Scolio. I principj fin qui esposti sono, come si è veduto , co- 
rollarj manifesti della nozione che abbiamo della linea retta , e del 
piano ; in giiisa che si potrebbero considerare quasi come assiomi. 
Essi sono della più grande importanza, perché sopra siffatti princi- 
pj semplicissimi c stabilita tutta la geometria solida. 

Or siccome nella geometria piana la prima cosa che abbiamo con- 
siderata è stato rincontro, o il non incontro delle rette situate in 
un piano, cosi pure nella geometria solida la prima rosa da consi- 
derarsi dovrà essere l’incontro , o il non incontro delle linee retta 
con i piani, e l’incontro, o il non incontro dei piani fra lor% senza 
ohe lo spazio rimanga chiuso da per ogni dove. 

CAPITOLO II. 

DBLLE ItBXTE FEIIFENDICOLAIU ED OBZ1QCB Al PURI. 

10. Per una medesima linea retta AI* ( fig. C.) può passare una 
infinità di piani differenti; dappoiché un piano può girare intorno ad 
una linea retta condotta in esso comunque , c prendere in questo 
modo un numero infinito di situazioni diverse senza che i punti del- 
la retta cangiano sito. Ciò premesso, si facciano passare per la retta 
Al’ due piani differenti APB, ed Al’C, indi da uu medesimo punto 
P di questa retta si conducano sopra AP le perpendicolari i’B, PC, 
1’ una nel piano APB, e 1’ altra nel piano Al’C. Or queste due per- 
pendicolari determinano la posizione di un piano IUN, poiché s’in- 
contrano nel punto P (n° 6 ), per conseguenza riesce naturale il 
ricercare se tirando pei punto 1’ nel medesimo piano MN una qua- 
lunque altra retta PD, questa sia pure perpendicolare ad AP. 

i-norosizioNE vi — tborehà. 

1 1 . Se una retta AP è perpendicolare a due rette i’B, PC che 

a’ intersecano nel suo piede P nel piano MN, essa sarà perpendi- 
colare a qualsivoglia retia l’D condotta pel punto P nel piano me- 
desimo (fig- 6 ), * 
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Dim. Si prolunghino le rette PB, PC, PD, verso H, E, F, si 
prenda PB uguale a PII, PC uguale a PI*', e si tirino le rette BC , 
EH; indi da un punto A della perpendicolare Al’ si conducano lo 
rette AB, AH, AC, AE, Ai) AF. 

Poiché l’angolo BPC è uguale al suo verticale EPH, il triangolo 
BPC sarà uguale al triangolo EPH; per conseguenza si avrà BC= 
EH, e l’angolo PCD=PEF. Or essendo di più l’angolo Dl’C ugua- 
le al suo verticale EPE, ed il lato PC=PE, ne segue che il trian- 
golo DPC è uguale al triangolo -EPF; e perciò risulta PD=PF, e 
DC=EF. Da un’ altra parte nel piano ABtl le oblique AB, AH 
sono uguali come equidistanti dalla perpendic: lare Al’, e lo stesso 
deve dirsi delle oblique AC, AE nel piano ACE, dunque i triangoli 
ABC, AEH sono equilateri fra loro, c però l’augolo ÀC1) è uguale 
all’ angolo AEF. Quindi i due triangoli AEF, ÀCI) hanno un an- 
golo uguale compreso fra lati respetlivamen'e uguali, per cui sono 
uguali , ed il lato AD è uguale al lato AF. Finalmente i triangoli 
APD, AI’F risultano equilateri fra loro, c però 1’ angolo APD sarà 
uguale all’angolo APF, ovvero AP è peipendicolure a PD. 

12. Dejiiiizione. Lna retta dicesi perpendicolare ad un piano 
quando è perpendicolare a tutte le rette che passano pel suo piede 
in questo piano; poiché iu tal caso forma angoli adiacenti uguali con 
tutte le rette accennate. 

Reciprocamente, un piano si dice perpendicolare ad una retta, al- 
lorché contiene tulle le perpendicolari condotte a questa retta per 
un medesimo punto di essa. 

13. Corollario. Apparisce da questa proposizione clic 

Se l’angolo retto APC gira intorno ad un suo lato AP supposto 
immobile, l'altro lato PC, che non cesserà di essere perpendicolare 
ad AP. d‘ scriverà nel suo movimento il piano AIA pc //endici, Iure 
ad AP ! fig. 6 ). 

Infatti, supponendo che il lato mobile PC sia giunto in PB, il 
piano che passa per queste due rette è determinato, e la retta PC in 
tutte le sue posizioni uon potrà mai trovarsi fuori di questo piano , 
perchè tutte le rette clic si conducono pel punto P nel p ano MN so- 
no perpendicolari ad AP, e quindi coincidono con le varie posizio- 
ni del lato mobile PC. 

PROPOSIZIONE VII — TEOREM J. 

14. Per un punto dato non si può condurre ad un piano che una 
sola perpendicolare ( lig. 7 ). 

Dim. Sia A un punto situalo fuori del piano MN, e si supponga, 
se è possibile, che le rette AP, AD sieno due perpendicolari a que- 
sto piano; indi si conduca la reta PD. Nel Ir angolo API) li sa eb- 
bero due angeli retti; il clic è assurdo: dunque da' punto A' non si 
può abbassare sul piano MN che una sola perpeneicolare. 
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Se poi il punto doto è P nel piano MN, e si supponga che le ret- 
te FA, Pii sieno due perpendicolari al piano medesimo, allora fa- 
cendo pasae per le dette perpendicolari un piano che tagli il piano 
MN secondo la retta PI), gli angoli APD, lil’D sarebbero retti am- 
bidtie; c però la parte sarebbe uguale al tutto, il clic non può sus- 
sistere. l)unqite per un punto dato non si può condurre ad un pia- 
no clic una sola perpendicolare. 

rnorosmoKE viti — problem 

15. Per un pillilo A situato fuori (li un piano MN abbassare 
una perpendicolare sopra questo piano ( fig. 8 ). 

Soluzione. Sì conduca una retta BC nel piano MN, per questa 
retta c pel punto A si faccia passate un piatto ( u. 5 ), indi in que- 
sto si abbassi sopra BC la perpendicolare Al), e dal punto D si con- 
duca nel piano MN la retta 1)P perpendicolare a 1ÌC. Finalmente 
si faccia passare un piano per le rette AD, DI’, ed in questo piano 
si cali sopra DI* la perpendicolare Al’, questa sarà perpendicolare 
al piano MN. 

Infatti, si prenda BI)=CI), e si tirino le rette PB, l'C, AB, AC, 
il quadrato di AB è ugnale ai quadrati di Al), e DB perchè è retto 
l angolo ADB; ma per la stessa ragione il quadrato di AD è uguale 
alla somma de’ quadrati di AP, c di PI), dunque sarà il quadrato di 
AB uguale alla somma dei tre quadrati di AP. PI), DB, ovvero dei 
quadrati di AP, PB, perchè è re'lo l’angolo PDB. Sicché I angolo 
ÀPB è retto, e nello stesso modo potendo dimostrarsi che l’angolo 
APC è retto , ne segue che AP è perpendicolare al piano MN 
( n° 1 1 ). 


ERO POSI 7 . IONE IX TEORE.VJ * 

!G. Se. (la un punto A situilo fuori di un piano MN si condir 
sano sopra (/misto piano la perpendicolare AP, e differenti obli - 
que AB, AD, AC, AE, ecc. 

I .° La perpendicolare sarà più corta di ogni obliqua. 

2 ° Le oblique equidistanti dalla perpendicolare saranno uguali 
fra loro. . 

3.° Di due oblique qualunque , quella che più si allontana dalla 
perpendicolare sarà la più lunga ( (ig. li). 

Dim. Infatti, se si corducano le rette PB.. PD, PC, PE ecc.; e 
si facciano girare gli angoli retti AI’C. APD, APE, ecc: intorno 
ad A P, tutte Le oblique potranno ridursi ad essere situale in uu me- 
desimo piano Alili; e per conseguenza il teorema proposto si dimo- 
strerà come nella geometria piana ( n. 73 ). 
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PROPOSIZIOHE I — TEOREMA. 

17. Se da un punto A della reità AD obliqua al piano M N si ab- 
batti la perpendicolare Al’ sopra questo piano , e si conduca la 
retta DI’, l’obliqua AD sarà perpendicolare alla retta BC tirata 
perpendicolarmente a DP nel piano MN ( (ìg 8 ). 

Dim. Si prenda BD=CD, c si tirino le rc'te PB, PC, AB. AC, 
Essendo BD=CD, le oblique PB, PC saranno uguali perchè equi- 
distanti dalla perpendicolare PD. Parimente le oblique AB, AC sa- 
ranno uguali come equidistanti dalla perpendicolare Al’, dunque 
rispetto ad AD le rette AB, AC sono due oblique uguali , cd equi- 
distanti. e per conseguenza AD è perpendicolare a BC. 

Corollario . Essendo la retta BC perpendicolare alle due rette 
DI’, e DA , sarà perpendicolare al piano API) che passa per le ret- 
to medesime i n. Il ). 

PROPOSIZIONE xi — PROMESSA. 

19. Da un punta D situato nel piano MN innalzare una perpen- 
dicolare sopra qtieslo piano ( fìg. 9 ). 

Sol. Da un punto A situato fuori del piano MN si abbassi sopra 
questo piano la perpendicolare AP, e si conduca la retta l i); indi 
si faccia passare per le rette AP, PD un piano, nel quale si tiri la 
retta DE perpendicolare a 1)P, sarà DE la perpendicolare richiesta. 
Infatti, se si conduca la retta BC perpendicolarmente a DP nel pia- 
no MN, l’angolo EDB sarà retto ; perchè BD è perpendicolare al 
piano APDE ( n. 18), e per conseguenza a tutte le rette che sono 
in esso come la DE. Ma per costruzione è retto l’angolo EDP. dun- 
que la retta ED è perpendicolare alle due rette DI', DB, e però è 
perpendicolare al piano MN. 

morosi zi ohe xn — problema. 

20. Per un punto 0 di una retta AE condurre un piano perpen- 
dicolare a questa retta ( fi g. 10 ). 

Sol. Si facciano passare per la retta data due piani qualunque. 
In nno di questi piani si conduca la retta OB perpendicolare ad AE; 
c nell' altro la retta OC anche perpendicolare ad AE. Finalmente 
per le rette OB, OC si faccia passare un piano MN, questo sarà 
perpendicolare alla retta data ( n. 12); poiché essendo AO perpen- 
dicolare alle due rette OB, OC, dev’ essere perpendicolare al piano 
determinato da queste rette. 
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PROPOSIZIONE Illl PROBLEMA . 

21. Per un punto B »itnato fuori di una retta AE condurr» un 
piano perpendicolare a questa retta ( fig. 10 ). 

Sol. Pel punto dato B e per la retta AE si conduca un piano, nel 
quale si abbassi BO perpendicolare sopra AB; secondo questa ultima 
retta si conduca un altro piano qualunque; ed in essa s’ innalzi OC 
perpendicolare ad AE. Finalmente per le rette BO. ed OC si faccia 

g assare un piano, questo sari il piano richiesto; poiché contiene 
IO, ed OC ambedue perpendicolari ad AE. 

CAPITOLO III. 

BEILE RETTE PARAI, 1. E t.E FRA LORO, E DELLE RETTE 
PARALLELE Al PIANI. 

22. Nella proposizione X (fig. 9 )si è -veduto che le rette BC , 
AP, sii nate Luna nel piano MN, l’altra nel piano Al’D, sono per- 
pendicolari ad una medesima retta 1)1*. Or è da osservarsi che 
quantunque queste due perpendicolari non possano incontrarsi , pu- 
pe non si dicono parallele-, dappoiché si è convenuto di chiamar 
esclusivamente rette parallele quelle ch’csscndo situale in un me- 
desimo piano non s’incontrano mai. Eppcrò quando si mette per 
ipotesi che due rette date sono parallele, si sottintende implicita- 
mente che sono poste in un medesimo piano, Da' ciò ne consegue che 
Due reità parallele determinano la posizione di un piano. 

23. Definizione. Una retta si dirà essere parallela ad un piano. 
Allorché prolungandosi 1’ una c l’altro non s incontrano mai. 

PROPOSIZIONE XIV TEOREMA. 

24. Se due rette AP, ED sono parallele , ed una di esse è per- 
pendicolare ad un piano DIN, anche (altra sarà perpendicolare al 
medesimo piano ( fig. 9 ). 

Dim. Sia AP perpendicolare al piano MN; si tirino le rotte PD , 
AD, e nel piano MN si conduca a DP la perpendicolare BC, que- 
sta sarà pure perpendicolare al piano API) ( n° 18 ),qvvero al pia- 
no API) li delle parallele Al*. DE. Quindi sarà retto l’angolo F,L)li; 
ma in virtù delle medesime parallele è nuche retto 1’ angolo E1)P , 
dunque la retta ED è perpendicolare alle due DB, DP, e per con- 
seguenza al piano MN. 


Digitìzed by Google 



8 


geometria solida 


PROPOSIZIONE XV TEOREMA, 

25. Due rette AP, ED perpendicolari ad un medesimo piano 
• MN sono parallele fra loro ( fig. 9 ). 

Dim. Peroccliè, se ED non è parallela ad AP, si conducano le 
rette PD, AD, e nel piano APD si tiri pel punto D una retta paral- 
lela ad AP, la quale sarà perpendicolare al piano MN ( n° 24 ). Ma 
per ipotesi anche Dii è perpendicolare ad MN; dunque si potreb- 
bero innalzare dal punto D due perpen Scolari ad ut: medesimo pia- 
no , il che è assurdo; e però ED è parallela ad AP. 

26. Corollario. Segue da questo teorema che per un punloP pre- 
so fuori di una retta ED non si può condurre a questa retta che una 
sola parallela PA. Infatti, pel pun’o P si faccia passare un piano 
MN perpendicolare alla retta Dii ( u° 20 ) ; se pel punì • P si po- 
tesse condurre a DE un’ altra parallela, questa sarebbe perpen- 
dicolare- al piano MN, ed allora per uno stesso punto si potrebbero 
innalzare due perpendicolari al piano MN, il che non può sussi- 
stere. 

PROPOSIZIONE XVI — TEOREMA. 

27. Per un punto dato condurre una parallela ad una retta 
data ( fig. 9 }. 

Sol. Sia P il punto dato, e DE la retta data; per questo punto c 
la retta accennata si faccia passare un piano, nel quale si conduca 
PA parallela a DE, è manifesto che PA sarà la parallela richiesta. 

PROPOSIZIONE XVII TEOREMA. 

28. Due rette AB, DF parallele ad una terza CE sono parallele 
fra loro (fig, Il ), 

Dim. Per un punto E della retta CE si conduca un piano per- 
pendicolare a questa retta ( n° 20 ), le rette AB, 1)F essendo per i- 
potesi parallele a CE, saranno perpendicolari al piano MN (n°2-i.) 
c però saranno parallele fra loro. . 

29. Scolio. 11 teorema analogo; cioè quando le Ire relte sono si- 
tuate in un medesimo piano è stalo dimostrato nella geometria pia- 
na ( n° 48 ). 

PROPOSIZIONE XV 111 TEOREMA. 

30. Se una retta AB situala fuori di un piavo MN è parallela 
ad uva retta qualunque CD condotta in questo piano , essa sarà 
parallela al piano medesimo ( fig. 12). 
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Dim. Essendo parallele le rette AB, CD, saranno situate in un 
medesimo plano ABCD, per conseguenza se AB prolungata incon- 
trasse il piano MN, dovrebbe ancora incontrare la retta CD, con- 
tro la supposione; dunque AB è parallela al piano MN. 

CAPITOLO IV. 

DEI PIANI PARALLELI FIU LORO. 

31. Definizione. Due pianisi dicono paralleli ; allorché prolun- 
gati indeiinilaraeute nou possono incontrarsi. 

proposizione xix — teorema. 

32. Due pian» MN, PQ perpendicolari ad una medesima retta 
AB sono paralleli fra loro ( fig. 13 ). 

Dim. Perocché se i due piani non sono paralleli, prolungati suf- 
ficientemente dovranno incontrarsi : sia 0 un punto della loro co- , 
mune intersezione , e da questo punto si tirino le rette OA , OB, 
che giaceranno nei piani. Essendo per ipotesi la retta AB perpen- 
dicolare ai due piani , gli angoli OAB, OBA saranno retti (n.° 11); 
per conseguenza nel triangolo OAB vi sarebbero due angoli retti , 
il che è assurdo ; dunque i due piani sono paralleli. 

t 

PKOPOSIZIONE XX TEOREMA 

.33. Le intersezioni AB , CD di due piani paralleli MN, PQ con 
un terzo piano ABCD sono parallele fra loro ( iig- 1 2 ). 

Dim. Infatti , se AB potesse incontrare CD , il punto d’ incontro 
dovrebbe trovarsi nei due piani MN , I’Q : ma per ipotesi questi due 
piani sono paralleli, e perciò non possono avere alcun punto comu- 
ne , dunque anche AB c parallela a CD. 

PROPOSIZIONE XXI TEOREMA. 

34. Se due piani MN , l’Q sono paralleli , ogni retta AB perpen- 
dicolare all' uno è ancora penpendicolare all' altro ( lig 13) 

* A 

Dim. Sia AB perpendicolare al piano PQ ; si c< nduea una retta 
BC comunque nel piano medesimo , poi per le due AB , BC si fac- 
cia passare un piano che tagli il piano MN secondo la ret'a AD. Es- 
sendo per ipotesi paralleli i due piani MN, PQ, le intersezioni AD, 

BC di questi piani col piano DABC saranno parallele ( n. 33 ); ma 
AB é perpendicolare a BC , perchè si è supposta perpendicolare al 
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piano PQ, dunque AB sarà ancora perpendicolare ad AD; e sicco- 
me per ipotesi BC è una retta qualunque , ne segue cbe AB è per- 

K dicolare a tutte le rette che passano pel suo piede A nel piano 
ovvero è perpendicolare a questo piano. 

35. Corollario. Da questo teorema s’ inferisce che per un pun- 
to B situato fuori di un piano MN non si può condurre che un so- 
lo piano parallelo al piano MN. Perocché se si potessero condurre 
due piani paraceli , essi sarebbero arabidue perpendicolari alla retta 
AB abbassata dal punto B perpendicolarmente sopra il piano MN ; 
ed in tal caso per un punto di una retta si potrebbero innalzare due 
piani perpendicolari alla retta medesima , il che non può sussistere, 
( n. 35 ). 

36. Corollario II Due pioni paralleli ad un terzo piano sono pa- 
ralleli fra loro : perocché se s’incontrassero, da un punto della loro 
comune intersezione si potrebbero condurre due piani paralleli ad 
un altro piano ; il clic è impossibile (n. 35 ). 

PItOPOSIzioSE XXII — rMOBlEHA 

87. Per un punto dato B condurre un piano parallelo ad un pia- 
no MN( lìg. 1.1 ). 

Sol. Dal punto B si abbassi sopra il piano MN la perpendicolare 
BA , indi pel medesimo punto si conduca un piano PQ perpendicolare 
alla retta BA(n. 20), è manifesto che PQ sarà il piano richie- 
sto ( n. 32 ) 


PROPOSIZIONE Siili — TEOREMA. 

38. Le rette parallele AC , BD comprese fra i primi paralleli 
MN , l’Q sono uguali fra lo'-o ( Cg. 12. ) 

Dim. Infatti , essendo AC parallela a BD , esse saranno situate in 
un medesimo piano ABDC , di cui le intersezioni con i piani MN , 
PQ sono parallele (n. 33 ). La figura ABDC è dunque un parallelo- 
grammo ; e però si avrà AC=BD. 

39. Corollario. I)a questo teorema si deduce che 

Due piani paralleli sono equidistanti fra loro. 

Infatti, se due rette AC, BD sono perpendicolari ai piani (fig. 12) 
PQ , MN , ciascuna di esse sarà la più corta distanza di questi 
piani, perchè ogni obliqua sarebbe più lunga. 

PHOPOSIZIONE XXIV — TEOREMA- 

40. Due rette comprese fra tre piani paralleli sono divise in 
parti proportnmah ( lig. 14. ) 
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Dim. Sieno le rette AB, CD comprese fra tre piani paralleli MN 
PQ , RS ; si tiri la retta AD che incontri il piano PQ nel punto G : 
indi si conducano le rette AC, EG , FG , BD. 

Le intersezioni EG , BD dei piani paralleli PQ , RS col piano 
ABD essendo parallele (n. 33) , le rette AB , AD saranno divise in 
parli proporzionali nei punti E, G , c però la ragione di AE ad EB 
sarà uguale a quella di AG a GD. Parimente essendo AC parallela 
a GF ; sarà la ragione di AG a GD uguale a quella di CF a FD; 
ma due ragioni uguali ad una terza sono uguali fra loro, dunque , 

AE : EB : ; CF : FD. 


CAPITOLO V. 

DEGLI ANGOLI CHE LE BETTE FANNO TRA LOBO HELLO SPAZIO, 

E DEGLI ANGOLI CHE FORMANO CON I PIANI 

41. Quando due rette si tagliano nello spazio, esse determinano 
nn piano; per conseguenza tutto ciò che si è dimostrato nella geo* 
melria piana intorno agli angoli formati da due rette sopra un pia- 
no può applicarsi agli angoli formati da due rette che si tagliano 
nello spazio. Qui dunque esporremo ciò che riguarda gli angoli cho 
non sono situali nello stesso piano. 

PROPOSIONE XXV TEOREMA. 

42. Se due angoli non situali nello stesso piano hanno i lati re- 
speltivamente paralleli c rivolli dalla stessa parte , essi saranno 
uguali, ed i luro piani saranno paralleli ( lig. Il ). 

Dim. SieDO CAI), EBF due angoli situati l’tino nel piano PQ ; 
e 1’ altro nel pian > MN ; si faccia AC = I3E, AD = BF , e si con- 
ducano le rette AB , CE , DF , CD , EF. 

Essendo AC uguale e parallela a BE, la figura ABEC sarà un pa- 
rallelogrammo ; c però sarà AB uguale e parallela a CE. Pari- 
mente si dimostra che AB è uguale e parallela a DF , dunque CE è 
uguale c parallela a DF (n. 28), onde si avrà CD=EF . ed il trian* 
goto CAD sarà uguale al triangolo EBF ; e 1' angolo CAD=EBF. 

In secondo luogo , il piano CAD sarà parallelo al piano EBF • In- 
fatti , se pel punto A si conduca un piano parallelo al piano BEF. 
questi due piani dovranno incontrare le tre rette parallele AB , CE, 
DF in modo che le parti di queste rette comprese fra essi sieno u- 
guali.(n. 28); ma AB, CE, DF sono uguali fra loro, dunque il pia- 
no parallelo al piano BEF deve confondersi col piano ÀGI). 
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PROPOSIZIONE XXVI TEOREMA 

43. Se due rette non sono situate in un medesimo piano, saran- 
no sempre situate in due piani paralleli ( fig. 15 ). 

Dim. Sieno le due rette AB, CD non situate in un medesimo pia- 
no ; si conduca pel punto E la retta EF parallela a CD , e pel pun- 
to C la retta GH parallela ad AB , il piano determinato dall' incon- 
tro delle rette BE , EF sarà parallelo al piano determinato dalle 
rette HC, CD ( n. 42 ) ; per conseguenza le rette AB, CD saranno 
situate in piani paralleli. 

44. Scolio. Quando due rette non sono situate in un medesimo 
piano, esse non formano angolo propriamente parlando, non ostan- 
te volendosi valutare la loro scambievole inclinazione si conduce 
per un punto di una di esse una retta parallela all’ altra, e 1’ angolo 
formato dalle due rette misura l’inclinazione richiesta. Se poi una 
retta incontra un piano senza che sia a questo perpendicolare, essa 
può avvicinarsi più o meno al piano medesimo, ovvero essere più 
o meno inclinala a questo piano. La misura di siffatta inclinazione 
sarà data nel teorema qui appresso. 

rROPOSIZlONE XXYII — TEOREMA. 

45. V angolo ADP formato dalla obliqua AD e dalla retta che 
unisce il piede 1) della obliqua col piede P della perpendicolare 
AP al piano MN , misura la inclinazione della obliqua col piano 
medesimo ( fig. 16 ). 

Dim. Perchè una siffatta misura possa essere legittima, convien 
dimostrare in primo lungo che l’angolo ADP non varia da qualun- 
que punto della obliqua si abbassi la perpendicolare sul piano, ed in 
secondo luogo che l’angolo medesimo sia il più piccolo di tutti quelli 
che la obliqua accennala può fare con qualsivoglia altra retta DC 
condotta pel punto D nel piano MN. 

’ l.°Sia EF un’ altra perpendicolare abbassala da un punto qua- 
lunque E della obliqua AD sul piano MN. Le duerette AP , EF 
essendo perpendicolari ad un medesimo piano sono parallele fra lo- 
ro ; e determinano un piano , in cui si ritrova la retta AD , poiché 
una parte AE di questa retta si contiene nel detto piano ; per con- 
seguenza i punti P, F, D devono ancora trovarsi nel piano medesi- 
mo ; ma questi stessi- punti sono posti nel piano MN , dunque essi 
stanno nella intersezione comuno dei due piani ; vale a dire sono in 
linea retta. Laonde qualunque siasi la perpendicolare EF abbassata 
da un punto della obliqua AD sul piano MN , il suo piede F sarà 
sempre situato sopra la retta PD , e per conseguenza l’angolo ADP 
resterà sempre lo stesso. 
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2.° Si faccia DC = DF, e si conduca la rella EC; i duo triangoli 
EDC , EDF hanno due lati respettivamente uguali a due lati , ma 
il terzo lato EC del primo è maggiore del terzo lato EF del secon- 
do, perchè EF è perpendicolare , ed EC è obliqua al piano MN , 
dunque sarà l’angolo EDC maggiore dell’ angolo EDF; e però l’an- 
golo ADI* sarà il più piccolo di tutti gli angoli che la obliqua AD 
può formare con qualsivoglia altra retta diversa da DI’ nel piano 
MN. 

CAPITOLO VI. 

DEGLI ANGOLI FORMATI DAI TlAUl CHE s’ INCONTRANO, 

OVVERO DEGLI ANGOLI DIEDRI. 

4G. Definizione. I. Allorché due piani MD , CN (fig. 17) s’ in- 
contrano , la quantità più o meno grande di cui 1' uno si allontana 
dall’ altro . in quanto alla loro posizione, dicesi angolo diedro , cioè 
angolo a due facce. La comune intersezione DC chiamasi spigolo e 
corrisponde al vertice dell’angolo formato da due linee rette in un 
piano, mentre le facce MN, CD corrispondono ai lati di questo me- 
desimo angolo, avvertendo nondimeno che lo spigolo, e le facce 
dell’angolo diedro si devono considerare sempre come indefiniti. 

47. Per indicare un angolo diedro si adoperano comunemente 
quattro lettere : così volendo indicare l’angolo formato dai piani MD 
CN si dice: l 'angolo dietro MCDN, avendo cura di mettere in mez- 
zo le due lettere che servono a dinotare lo spigolo. La ragione di 
ciò è manifesta , dappoiché tre punii bastano a determinare la posi- 
zione di un piano, c quindi prendendo una lettera in ciascuna fac- 
cia, e due nello spigolo, si vengono a determinare i piani che for- 
mano l’angolo diedro. Purtutlavolta è d’avvertirsi clic può indicarsi 
un angolo diedro nominando soltanto due lettere prese nello spigolo, 
e perciò invece di dire; /’ angolo diedro MCDN, si dirà semplice- 
mente; l'angolo diedro CD, come talvolta s’ indica un angolo piano 
rettilineo nominando la sola lettera del suo vertice. 

48. Definizione II. Se per un puntoqualunqueOdellospigoloDC 
si conducano due perpendicolari OB , OA allo stesso spigolo, Cuna 
nel piano CN , e l’altra nel piano MD, l’angolo AOB sara un angolo 
p ano rettilineo. All’angolo formato in tal guisa si dà il nome di 
angolo piano corrispondente all angolo diedro MCDN , dappoiché 
quest'angolo è sempre lo stesso in tulli i punti della spigolo. Infatti 
supponendo che le rette MC, KC sieno perpendicolari allo spigolo 
CD, l'angolo MCK sarà uguale all angolo AOB , perchè hanno i 
lati respettivamente paralleli c rivolti dalla stessa parie fn° 24. ) 

49. E manifesto che un angolo diedro risulta uguale ad un altro 
angolo diedro, allori hè sovrapponendo una facciadel primo ad una 
faccia del secondo, c lo spigolo allo spigolo, la rimanente faccia del 
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primo combacia oan la rimanente faccia del secondo, precisamente 
> oome avviene negli angoli piani rettilinei. 

. 50. Definizione HI. Un piano dicesi perpendicolare ad un altro 
allorché forma con questo due angoli diedri adiacenti uguali fra lo- 
ro. Ciascuno di questi- angoli chiamasi angolo diedro retto. Si com- 
prende che s. debba intendere per angolo diedro acuto , ed ottuso'. 

PROPOSIZIONE XXVUI — TEOREM A. 

51. Se due angoli diedri MCDN, medn sono uguali , gli angoli 
piani corrispondenti, AOB, aub saranno ancora uguali (Cg. 17). 

Dim. Si applichi l’angolo diedro medn sull’ angolo diedro MCDN 
in modo che gli spigoli cd, CU coincidano, come pure le facce md, 
MD , e che il puuto o cada sul punto 0 , il lato oa caderà sul laìo 

OA, perchè sono retti gli angoli doa , DOA. Parimente lafacciacn 
dovrà combaciare colla faccia CN , e però il lato ob caderà sul lato 

OB, - dunque il piano aob combacerà col piano AOB, e l'angolo aob 
sarà uguale all’angolo AOB. 

52. Scolio. La reciproca di questa proposizione è così manifesta 
che non occorre dimostrarla. 

PROPOSIZIONE XXIX — PROBLEMA. 

53. Se un piano BK è perpendicolare ad un altro MN, ogni ret- 
ta AP condotta perpendicolarmente alla intersezione comune BC 
nel piano BK sarà perpendicolare al piano MN (fig. t8 ). 

Dim. Nel piano MN si tiri DE, perpendicolare a BC. Essendo 
per ipotesi uguali gli angoli diedri che il piano BK forma col piano 
MN, gli angoli piani corrispondenti APD , APE saranno ancora 
uguali (n“ 5i). Quindi la retta AP sarà perpendicolare alle due 
rette BC , DE che passano pel suo piede P nel piano MN , e però 
sarà perpendicolare a questo medesimo piano. 

PROPOSIZIOE xxx — TEOREMA 

54- Se una retta AP è perpendicolare ad un piano MN , ogni 
piano BK che passa per questa retta sarà parpendicolat e al me- 
desimo piano ( lig. 1 8 ). 

Dim. Pel punto P si conduca nel piano MN la r fetta DE perpen- 
dicolare alla intersezione comune BC dei due piani. Essendo, per 
ipotesi AP perpendicolare al piano MN , gli angoli AP\) , APE sa. 
ranno retti, e perciò uguali; ma questi sono gli angoli piani corri- 
spondenti agli angoli diedri adiacenti che il piano BKforma col pia- 
no MN, dunque il piano BK è perpeudicolare al piano MN (n u 50). 
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rnoposizion* xxxi — teoresi a . 

55. Se due piani BG, DF, che s intersecano , sono perpendicolo- 
ri ad un piano MN , la loro comune intersezione AP sarà perpen- 
dicolare al medesimo piano ( fig. 19 ). 

Dim. Imperocché, se AP non è perpendicolare alpianoMN, non 
potrà essere neppure perpendicolare alle due rette, BC, DE che pas- 
sano pel suo piede P nel piano MN; quindi nel piano BG, si potreb- 
be condurre dal punto P una perpendicolare BC , e nel piano 
DF una perpendicolare a DE. Ma ciascuna di queste perpendi- 
colari dovrebb’ essere perpendicolare al piano MN (n° 53); il che è 
assurdo (n° 14), dunque AP è perpendicolare al piano MN. 

PR0FOS1Z1OH.E XXXII TEORESI A. 

56. Due angoli diedri qualunque stanno come i loro angoli pia- 
ni corrispondenti ( fig. 1 7 ). 

Dim. Sicno MCDN, meda due angoli diedri qualunque, ed AOB 
aob i loro angoli piani corrispondenti. 

Nel piano AOB si descriva con centro in 0, e con un raggio ad 
arbitrio 1’ arco di circolo AB; lostesso si faccia nel piano aob , pren- 
dendo per raggio oa= OA. 

Ciò premesso , si supponga in primo luogo che gli archi AB, ab 
sieno commensurabili, e che la loro comune misura sia contenuta m 
volte nell’arco AB, e n volte nell’arco ab. Si divida l’arco ABinm 
parli uguali, portando la comune misura sopra di esso, e l’arco ab 
in n parti uguali, indi si congiungano i punti di divisione col cen- 
tro 0, e col centro o, le rette congiungcnti saranno raggi che divi- 
deranno l’angolo AOB in m parti uguali, e l’angolo aob in n parti 
uguali. Or se per lutti questi raggi, e per gli spigoli DC, de si fac- 
ciano passare i piani che vengono determinati dall’ incontro dei rag- 
gi con gli spigoli medesimi, l'angolo diedro MCDN sarà diviso in 
*7i angoli diedri uguali , e l’angolo diedro medn in n angoli diedri 
uguali, perchè i loro angoli piani corrispondenti sono uguali fra lo- 
ro. Laonde risulta manifesto che gli angoli diedri proposti stanno 
come i loro angoli piani corrispondenti. 

La stessa proporzione sussiste ancora quando gli archi AB , ab 
non sono commensurabili, e ciò si dimostra applicando a questo 
caso il ragionamento fatto per un caso analogo nellageometria pia- 
na (n° 205); dunque gli angoli diedri stanno come i loro angoli 
piani corrispondenti. 

57. Scolio. Questa proposizione si enuncia ancora dicendo che: 

Un angolo diedro qualunque ha per misura /’ angolo piano cor- 
rispondente, ovvero Carco di circolo che serve di misura all'ango- 
lo piano medesimo. 
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Infatti, se si prenda per unità di misura degli angoli diedri ran- 
gola diedro retto, da quanto qui sopra si è dimostrato ne consegue 
che un angolo diedro qualunque sla all' angolo diedro retto come 
V angolo piano corrispondente al primo sta all’ angolo piano 
corrispondente al secondo, cioè all’ angolo retto. 

Quindi il rapporto di uu angolo diedro qualunque alla sua unità 
di misura è uguale al rapporto dell'angolo piano corrispondente al- 
la sua unità; il che equivale a dire che un angolo diedro qualunque 
ba per misura l'angolo piano corrispondente. 


, PROPOSIZIONE XXXUI — - TEOREMA. 

58. Se per un punto B dello spigolo OE di un angolo diedro 
DOEF si conduc atto le rette 1ÌP , BQ respettivamente perpendico- 
lari alle face e 01), OF, l'angolo PBQ formalo da queste perpen- 
dicolari sarà il supplemento dell' angolo ABC che misura l' angolo 
diedro ( fig. 20). 

Dim. La retta BP essendo perpendicolare al p ano OD, saràper- 
pcndicolaie alla retta OE, che passa pel suo piede in questo piano 
Parimente la retta BQ sarà perpendicolare ad OE. Da uu altra par* 
te le rette BA, BC sono ancora perpendicolari ad OE per ipotesi , 
dunque le quattro rette BA, IiP, BQ, BC sono situate nel piano 
che sarebbe prodotto dal rivolgimento dell’angolo retto EBA intor- 
no al lato EB supposto immobile (n° 14); eperciòlasoinma de’quallro 
angoli, ABC, ABP, PBQ, QBC equivale a quattro angoli retti ; ma 
gli angoli ABP, e QBC sono retti, dunque gli altri due presi insie- 
me sono uguali adtie retti , c per conseguenza 1’ angolo PBQ è il 
supplemento dell’angolo ABC ciré misura l’angolo diedro proposto. 

CAPITOLO VII. 


DEGLI angoli solidi. 

59. Definizione I. Se più piani si tagliano a due a due e si riu- 
niscono tutti in un medesimo punto, lo spazio angolare da essi com- 
preso dicesi angolo solido, o angolo poliedro. 

60. Questa definizione è sufficiente a dare un idea chiara dell’an- 
golo soldo; dappoiché l’angolo sia piano, sia solido non può defi- 
nirsi, rigorosamente parlando, essendo impossibile definire esatta- 
mente in che consiste La inclinazione di due rette che s' incontrano 
in un medesimo piano seuza formare una 'sola linea, o quella che 
risulta da tre, o più rette, le quali sono situale in piani differenti, e 
concorrono in un medesimo punto. Del resto, coinè già osservam- 
mo parlando dell’angolo piano , una definizione esalta dell’ angolo 
solido non è neces.-ai ia ; poiché si può conoscere 1’ uguaglianza di 
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duo angoli solidi sovrapponendo l’uno all'altro, e ciò basta per fon- 
dare l’esatta teorica di detti angoli. 

61. Definizione li. 11 punto d' incontro dei piani che formano fan 
golo solido chiamasi vertice dcll’angol i stesso; c le intersezioni dei 
piani medesimi si dicono spigoli o costole dell’ angolo solido. 

62. Definizione Ili. L’ angolo solido prende il suo nume partico- 
lare dal numero dei piani che lo costituiscono; così (lig. 21 ) l'an- 
golo formato in S dai tre piani SAB, SAC, SBC si dice angolo so- 
lido triedro , o più semplicemente angolo triedro ; quello formato da 
quattro piani chiamasi angolo solido tetraedro, o angolo tetraedro ccc. 

63. Definizione IV In qualunque angolo solidosi distinguono gli 
angoli piani rettilinei formati dagli spigoli in ciascuna faccia, come 
sarebbero (fig. 21) gli angoli BSA,BSC, ASC, e gli angoli diedri del- 
le facce o piani successivi checoslituisconol’angolosolidomcdesiino. 

64. Ber indicare un angolo solido si enuncia la lettera del verti- 
ce ponendo di seguito tutte le altre lettere respettivamente situate 
sopra i suoi spigoli: cosi si dice (fig. 21 ) V angolo solido SABC. 

Talvolta si adopera la sola lettera del vertice, dicendosi fangolo 
solido S. 

63. Definizione V. L’angolo solido si dirà convesso quando il • 
piano di ciascuna faccia prolungato non taglia l’angolo medesimo , 
vale a dire quando tutti i suoi angoli diedri sono salienti. Tale è 
P angolo solido SABC (fig. 21 ), in cui niuno spigolo è rientrante. 

E qui giova osservare che negli clementi di geometria si conside- 
rano i soli angoli solidi convessi. 

PROPOSIZIOKE XXI1V — TEOREMA. 

66. In ogni angolo triedro uno qualunque dei suoi tre angoli 
piani è minore della somma degli altri due ( fig. 21 ). 

Dim. Sia SABC un angolo triedro, e sia ASB il maggiore dei tre 
angoli piani ASB , ASC , CSB. Nel piano BSA si faccia l’angolo 
ASD uguale all’ angolo ASC , indi nel medesimo piano si conduca 
una retta AB che incontri le rette SA , SD , SB ; si prenda SC = 
SD e si tirino le rette AC , BC. I triangoli ASD, ASC sono uguali, 
perchè hanno un angolo uguale compreso fra lati respettivamente 
usuali , onde si avrà AD = AC. Or nel triangolo ABC il lato 
AB è minore della somma dei lati AC , CB , dunque togliendo 
da una parte AD, e dall’altra la sua uguale AC, resterà DB 
minore di BC. Quindi i due triangoli SBC , SBD , avranno il 
lato SB comune , ed il terzo lato BC del primo maggiore del 
terzo lato BD del secondo , e però sarà l’ angolo BSC maggio- 
re dell’ angolo BSD : aggiungendo da una parte l’angolo ASD, 

, e dall’ altra il suo uguale ASC, risul a l'angolo ASB minore 
della somma degli angoli ASC , BSC. 

2 
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TRCVOS1ZIONE XXXV TEOREMI- 

67. In «'ni angolo solido la somma degli angoli piani è minore 
•di gnatico angoli retti { fig. 2J ). 

Dim. Sia S un angolo solido ; si condura un piano che incontri 
tutti i suoi spigoli: le intersezioni di questo piano colle facce dell’an- 
golo solido formeranno il poligono ABCDh. Da un punto 0 preso 
dentro questo poligono si tirino le rette OA, OF, OC, OD, OE; vi 
saranno intorno al punto 0 tanti triangoli quanti sono quelli intorno 
al punto S; per conseguenza la somma di tutti gli angoli dei primi 
triangoli è uguale alla somma di tutti gli angoli dei secondi. Or nel* 
l’angolo triedro A formato dai tre piani EAB, EAS, BAS. l’ango- 
lo piano EAB è minore della somma degli altri due: e similmente 
1’ angolo piano ABC è minore degli angoli ABS,CBS,e cosi di tut- 
ti gli angoli del poi gono ABCDE, dunque la somma degli angoli 
che stanno alle liasi dei triangoli aventi il vertice comune O c mi- 
nore della somma degli angoli alle basi dei triangoli che hanno il 
vertice comune S. Laonde per compensazione la somma degli angoli 
formali intorno al punto 0 dev'essere maggiore della somma degli 
angoli fatti intorno al punto S. Ma la prima somma è uguale a quat- 
tro angoli retti, dunque la seconda è minore di quattro retti. 

PROPOSIZIONE XXXVI — TEOREMA. 

68. Se pel vertice di un angolo triedro si conducano tre pia- 
ni respettiramente perpendicolari ai suoi spigali, si formerà un 
altro angolo triedro . in guisa che gli angoli ] nani del primo 
saranno i supplementi degli angoli diedri del secondo , e recipro- 
camente ( fig. 23 ). , 

Dim. Sia SABD un angolo triedro : pel punto S si conduca il pia- 
no aSh perpendicolare allo spigolo SD, il piano aSd perpendicolare 
allo spigolo SB, ed il pianofòoperpendicolareallospigolo SA. Que- 
sti tre piani determineranno un secondo angolo triedro Saòd , in 
modo che gli angoli piani ASB, ASD, BSD saranno i supplementi 
degli augoii che misurano gli angoli diedri S d, S 6, Sa. 

infatti, essendo per costruzione lo spigolo SD perpendicolare al 
piano aSh, sarà pure per) endicolare alle rette Sa. Sò che passano 
pel suo piede in questo piano. Parimente lo spigoloSB essendo per- 
pendicolare al piano aSd, sarà ancora perpendicolare alte rette Sa, 
S d che passano pel suo piede in questo piano. Quindi la retta Sa è 
perpendicolare a un tempo agli spigoli SD., SB, e perciò al piano 
DSB che contiene questi due spigoli. Nello stesso modo si dimostrerà 
che Si è perpendicolare al piano ASI), e che S./è perpendicolare al 
piano ASB. Dunque gli angoli triedri SABD , S t.bd son tali che gli 
spigoli dell’uno sono perpi ndicolari ili piani dell’altro e viceversa. 
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Ciò premesso, da quanto si è dimostrato ( n° 58 ) si desume che 
l’angolo ASB formalo dalle retle SA, SU, rispettivamente perpen- 
dicolari ai piani bSd, aSd, è supplemento dell'angolo diedro aSdb 
compreso da questi piani ; e reepirocumenle l'angolo aSi formalo 
dalle rette Sa, SA rispetlivnmente perpendicolari ai piani SDB, SAD 
sarà supplemento dell' angolo diedro ASDB. Lo stesso dicasi degli 
altri angoli piani , e degli angoli diedri corrispondenti nei due an- 
goli solidi. 

G9. Scolio. La proprietà, di cui godono gli angoli triedri SABD, 
S abd, ha fatto dare ad essi il nome di angoli triedri supplimentarj. 

PROPOSIZIONE XXXVII TEOREMA 

70. Se due angoli triedri hanno gli angoli piani respeltiuamen- 
te uguali, gli angoli diedi i formati dai piani di quelli angoli sa~ 
ranno essi pure uguali ( fig. 24 ). 

Dim. Sieno S , s i due angoli triedri ; e si supponga che gli an- 
goli piani dinotati dalle stesse lettere sieno respettivamen e uguali, 
cioè ASB — asb , ASC = asc . BSC = òse. 

Per un punto E dello -.pigolo SB s inna'zino a questo spigolo 
nelle faci e ASB , e CSB le perpendicolari EM. EN, I’ angolo MEN 
formato da queste perpendicolari sarà la misura dell’ angolo diedro 
ASBC ( n° 57 ). Si prenda poi sul prolungamento di SE un punto 
B ad arbitrio , e sopra SA un punto A in modo che la retta BA in- 
contri EM in un punto M situato fra B ed A (*). Similmente si 
prenderà sopra SC un punto C tale che la retta BC incontri EN in 
un punto N situato fra B e C. Finalmente si condurranno le rette 
AC. MN. 

Ciò premesso , si ripeta nel triedro s la costruzione precedente 
prendendo se =. SE , e sb == SB , I’ angolo men sarà la misura del- 
l’ angolo diedro asbe , e sarà uguale all’ angolo MEN. 

Infatti , essendo i lati SA , SB rispettivamente eguali ai lati sa , 
sb, e l’angolo ASB=a*A , sarà il triangolo ASB uguale al trian- 
golo asb ; e pere ò risulta il lato AB —ab. Similmente si dimostra 
che il triangolo SBC è usuale a sbe , ed il triangolo ASC ad asc , 
onde sarà BC =bc, ed AC =ac. Quindi saranno eguali anche i tri- 
angoli ABC, ed abc. Da un’ altra parte il triangolo MBE è uguale 
al triangolo mbe\ poiché il lato BE = òe, e gli angoli adiacenti a 
questi lati sono respettivamente uguali , onde sarà il lato BM = £n* 
ed EM = ewj Similmente si dimostra che BN = bn. ed EN = e» ; 
e perciò il triangolo MNB è uguale al triangolo mnb, perchè 1’ an- 
gelo MBN compreso fra i lati B:YI, NB è uguale all’angolo mbn 


(*) Ciò è sempre possibile. Infatti, se EM non incontra SA, la cosa è ma- 
nifesta; se poi l’incontra, allora si prenderà il punto A al disopra del punto 
d’ incontro. 
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compreso fra i tali Imi . bn in viriti della uguaglianza dei triangoli 
ABC, nòe. Quindi sarà il lato MM = viri e«l il triangolo MNE ri- 
sulterà equilatero al triangolo nme. e perii infine* sarai' angolo MILN 
uguale all’angolo irteli. Dunque gli angoli diedri SB, sb sono ugua- 
li, e nello stesso modo si potrà dimostrare che l’angolo diedro SA= 
sa, e SC e= se. 

71. Scolio. Nella dimostrazione precedente gli angoli piani dei 
due angoli solidi si sono considerati come simi mente disposti , ma 
il teorema avrebbe luogo anche quando gli angoli piani accennati 
fossero disposti in ordine inverso, come negli angoli solidi S.\BC , 
S'A'B'C', dove si ha l’angolo piano ASC — A'S'C' , ASB = A'S'B' 
e BSC = B'S'C'. Infatti, se sopra gli spigoli si prendano le parti 
SA, SB..SC, rispettivamente eguali alle parli SA', SB', SC'; indi si 
faccia S’E' = SE. e si ripeta sull’angolo solido S'ia costruzione 
fatta nell’ angolo solido S, si dimostrerà come sopra che l’angolo 

M'1£'N' = MEN. 

PROPOSIZIONE IXXV1I1 = TEORESI J. 

72. Due angoli triedri , composti di angoli piani rispettivamen- 
te uguali e similmente disposti sono uguali fra loro ( fig. 24 ) , 

Dim. Negli angoli triedri S, s sia P angolo ASC = asc . ASB = 
osò, e BSC = òse, sarà facile dimostrare che questi due angoli trie- 
dri sono uguali fra loro. Infatti , se l’angolo asc si sovrapponga al 
suo uguale ASC, l'angolo asb do» rà coincidere col suo ugnale ASB. 
poiché 1’ angolo diedro sa è ugua c all angolo diedro SA. Quindi i 
due angoli solidi coincideranno, e perciò saranno' uguali fra loro. 

73. Scolio. Quando gli angoli piani di due angoli triedri S , S', 
sono uguali rispettivamente, ma disposti in ordine inverso, non si 
può dimostrare la loro uguaglianza col principio della sovrapposi- 
zione. Perocché , se si fa coincidere l’angolo A’S’C col suo ugua- 
le ASC in modo che lo spigolo S'A' cada sopra SA. e S'C' sopra SC, 
lo spigolo SB si troverà sul davanti del piano comune ASC, 
mentre lo spigolo S'B' sarà situato dietro lo stesso piano; e pe- 
rò i due angoli solidi non combaccranno , ma si troveranno si- 
tuati come nella fig. 26. 

Che se poi (lig. 24 ) per far cadere lo spigolo S'B' davanti il pia- 
no ASC si sovrapponga lo spigolo S’C' allo spigolo SA, e S'A' a SC, 
in tal caso neppure può succedere la coincidenza dei due angoli so- 
lidi; poiché l’ angolo diedro S'C' non è eguale all’ angolo diedro 
SA, ed oltrecciò l’angolo piano C'S'B' non è uguale all’angolo ASB. 

I due angoli solidi si troveranno in questo secondo caso dispo- 
sti come gli angoli SABC , SAB"C della figura. 

Dunque in ogni caso non si può dimostrare la uguaglianza de- 
gli angoli triedri S, S' colla sovrapposizione, ma bisogna ricavar- 
la dalla uguaglianza dei loro elementi costituenti , non essendo- 
vi alcuna ragione perchè essi delibano differire 1’ uno dall’ altro. 
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Infatti , sono composti degli stessi angoli piani . e degli stessi 
angoli diedri , la loro diflerctHa consiste in una semplice tra- 
sposizione di parti , essendo gli angoli piani dell uno disposti in 
ordine inverso agli angoli piani dell' altro. 

Legumi re , che fu primo a fare queste importanti esservazio- 
.ni, ha chiamati usuati per simmetria, o più semplicemente r/sm- 
metriei gli angoli triedri , di cui è parola , porche K considera 
come costituiti rispetto- ad un me Icsimo piano 1 imo da sui par- 
te, e l’altro dalla parte opposta, siccome si sedo nella fig 26. 

l)a lui o c o segue che due angoli triedri si potranno chiama- 
le simmetrici quando sono composti di angoli piatii rispettiva- 
mente uguali e disposti in ordine interso. 

Nelle figure piane non vi può es ere uguaglianza per simme- 
tria , poiché si può rovesciare una figura piana, e prendere in- 
differentemente il di sopra per il di sullo ; il clic non può farsi 
nelle figure solide. 

PROPOSI 210HB 1XXIX PROBLEMA 

74- Costruire un angola triedro simmetrico ad un angolo- trie- 
dro dato (fìg. 23 ). 

Sol. Sia SABC l angolo soluto dato. Si prolunghino gli spigoG AS 
US, CS al di là del vertice S; L'angolo SA* H'C' sarà il simmetrie» 
di SABC. Infatti , gli angoli piani dei due triedri sono uguah cia- 
scuno a ciascuno come opposti al vertice, ma sono disposti in ordi- 
ne inverso, come è facile dimostrare Imperciocché , se si applica 
lo spigolo SA 1 sopra SA, e SC' sopra SC , I» spigolo SU' non potrà 
cadere sopra lo spigolo SB, perchè rispetto al pian» comune ASC , 
lo spigolo SB si troverà davanti questo piano, e lo spigolo SB' die- 
tro il piano medesimo. Che se si applichi lo spigolo SC' sopra SA, e 
SA' sopra SC, lo spigolo SB' caderà davanti il piauo ASC . uta non 
potrà coincidere collo spigolo SB, poiché l angolo C'SB'non è ugua- 
le all’ angolo ASli , ma bensì al suo verticale CSB. Dunque L due 
triedri SÀBC , SA'B'C' sono simmetrici. 

.75. Scnlio. Merita di essere osservato clic se un angolo triedro. 
sabe situato comunque (lìg. 26 ), si compone di angoli piani uguali 
rispetti» '.mente a quelli dell'angolo triedro SABC ; il primo potrà 
coincidere sia con SABC , sia col suo simmetrico SAB'C. Infatti , 
se si suppone elicgli angoli piani dinotati daU’una e dall’altra parte 
colle stesse lettere siano uguali fra loro, e si ponga lo spigolo so 
sopra SA. e Io spigolo se sopra SC, ne risulta che essendo l’angolo 
diedro csab = CSÀB =. CSAB', 1' angolo piano Òso dovrà coinci- 
dere o colf angolo piano BSA , o colf angolo piano B*SA secondo 
che Io spigolo sS cadcrà davanti al piano ASC,, o dietro questo me- 
desimo piano. Quindi l’angolo triedro sabe coinciderà sia coll’ango- 
lo triedro SABC , sia coll’angolo triedro SAB'C. 

76. Corollario. Dallo scolio precedente si deduce che con tr* 
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angoli piani dati si possono al più formare due angoli triedri, sim- 
metrici l uno deli altro, o in altri termini che un angolo triedro * 
non può avere che un solo simmetrico. 

PROPOSIZIONE XL TEOREMA. 

77. Due angoli triedri che hanno gli angoli diedri uguali cia- 
scuno a ciascuno sono uguali, o simmetrici { fig. 24). 

Dim. Negli angoli triedri SABC, sale sia l’angolo diedro SA= 
sa , SB = si, SC = se ; e si supponga che si siano costruiti gli 
angoli triedri supplementarj (n° 68). l’oichè nei due angoli solidi 
proposti gli angoli diedri sono uguali ciascuno a ciascuno , ne se- 
gue che gli angoli solidi supplementarj avranno gli angoli piani 
uguali ciascuno a ciascuno , e per conseguenza questi angoli solidi 
eupplementarj avranno ancora i loro angoli diedri uguali ciascuno 
a ciascuno. Ma gli angoli diedri degli angoli solidi supplementarj 
sono supplementi dei corrispondenti angoli piani degli angoli solidi 
proposti , dunque gli angoli solidi proposti dovranno avere pii an- 
goli piani uguali ciascuno a ciascuno , e però saranno o uguali , o 
simmetrici. 


PROPOSIZIONE ILI — TEOREMA 

78. Due angoli triedri che hanno un angolo diedro uguale c<m- 
preso fra due angoli piani uguali ciascono a ciascuno , soi.o ti- 
gnali o simmetrici (fig. 24). 

Dim. Negli angoli triedri S, s sia I’ angolo diedro SB = s£, e gli 
angoli piani ASB, CSB rispettivamente uguali agli angoli piani 
asb , csb, è manifesto che se questi angoli piani sono disposti nello 
stesso ordine , i due angoli solidi possono coincidere. Ma so gli an- 
goli piani sono disposti in ordine inverso, allora l'uno degli angoli 
solidi potrà coincidere col simmetrico dell altro, e perciò saranno 
simmetrici, 

PROPOSIZIONE XL11 — - TEOREMA- 

79. Due angoli triedri che hanno un anro'o piano adiacente a 
due angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno , sono uguali, o 
simmetrici ( fig. 24 ). 

Dim. Negli angoli triedri S, s sia 1 angolo piano ASC = asc , 
l'angolo diedro SA = sa, e 1’ angolo diedro SC = ac. È evidente 
che se gli angoli diedri accennati sono dispns i nello stesso ordine , 
i due augoli solidi potranno coincidere, alloich ■ si sovrappongano 
1 uno all’altro. Ma se gli angoli diedri sono disposti in ordine in- 
verso, allora uno degli angoli solidi proposti potrà coincidere col 
simmetrico dell’altro, c però saranno uguali uel primo caso , e sini’ 
metrici nel secondo. 
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80. Scolio I. Con i teoremi precedenti si posso» stabilire le con- 
dizioni, che determinano gli angoli solidi poliedri. 

Supponiamo che l’ angolo solido S ( fig. 26 ) sia formato da quat- 
tro angoli piani ÀSB. 3SC, CSB', B'SA. La conoscenza di questi 
angoli non bas'a per determinare l’angjto solido; perocché co» gli 
stessi angoli piani si potrebbero formale infiniti angoli solidi. In- 
fatti, se per gli spigoli SA, SCsi faccia passare il piano ASC. l’an- 
golo solido S sarà scomp sto in due angoli triedri SARL, SAB'C. 
Or la conoscenza de due angoli piani ASB, BSC no» basta per de- 
terminare l’angolo triedro SABC, ma vi bisogna quella del terzo 
angolo piano ASC, e lo stesso accade per 1’ angolo triedro SABA-, 
che non resta determinato dalla sola conoscenza de’ due angoli piani 
CSB‘, e B'SA. Quindi è manifesto che co» quattro angoli pianisi 
potranno formare lauti angoli solidi diversi quanti saranno > valori 
diversi che si potranno dare all’angolo ASC. Ma se alla conoscenza 
dei quattro angoli piani si aggiunga quella dcH’aizgolo diedro SBy 
allora l’angolo solido triedro SABC sarà totalmente determinalo; e 
per conseguenza trovandosi in tal caso determinato il terzo angolo 
piauo ASC, anche faltro angolo solido triedroSAB'C sarà determi- 
nato, e però lo sarà pure l’angolo solido S. 

Si vede ora facilmente che pei' determinare un angolo solido for- 
mato da cinque angoli piani, u or basta conoscere questi angoli, 
ma vi bisogna ancora la cooosceoza di due angoli diedri: conver- 
rebbe conoscere tre angoli diedri, cd i sei angoli piani ueL “angolo 
solido formato da questi angoli, e così in progresso. 

Dalle cose precedenti si deduce che 

Due angoli solidi sono eguali fra loro., quando sono composti 
di un medesimo numero di angoli piani rispettiemnente uguali 
e disposti nello stesso ordine ; e di più un angolo diedro del primo, 
sia eguale all’ angolo diedro omologo, del secondo se gli angoli 
solidi sono tetraedri , due ant/oli diedri del primo siano eguali 
agli angoli diedri omologhi del secondo , se gli angoli solidi sano 
pentaedri , e cosi di seguita 

81. Scolio li. Ciò che abbini» del» intonso agli angoli triedri 
simmetrici si può applicare anche agli a a. oli solidi formati da più 
di tre angoli piani. Per esempio, un angolo solido formato dagli 
angoli piani A, B, C, D, E, ed un altro angolo solido torma» da- 
gli stessi angoli in un ordine inverso A , E, D, C. B, possono es- 
ser tali che i piani , ne’ quali sono gli angoli eguali siano egual- 
mente inclinati fra loro. In tal caso questi angoli solidi, che sareb- 
bero eguali senza che la sovrapposizione sia possibile e si diranno 
angoli solidi eguali per simmetria, o semplicemente angoli solidi 
simmetrici , 

Da questa definizione e dallo scotio precedente si possono dedurre 
le condizioni che determinano I’ eguaglianza per simmetria degli 
angoli solidi tetraedri, pentaedri , esaedri , ecc... 
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DEI SOLIDI TERMINATI DA SUPERFICIE PIANE. 


CAPITOLO PRIMO 

LIEI POLIEDRI IN GENERALE. 


Nozioni e definizioni preliminari 

8‘2. Per formare un angolo solido vi vogliono almeno Ire piani 
che si riuniscono in un solo e medesimo punto; ma per limitare Io 
spazio da per ogni dove vi bisogna un quarto piano che limiti lo 
spazio indefinito compreso fra le Ire facce dell’ angolo accennato. 
Quindi la più semplice delle ligure solide terminate da piani è il te- 
traedro o solido a quattro facce ; viene in seguito il pentaedro , o 
solido a cinque facce, 1’ esaedro che ne ha sei , l’ ottaedro che ne 
ha otto, il dodecaedro , dodici, V icosaedro, venti. In generale si dà 
il nome Ai poliedro ad ogni solido terminato da facce piane. 

83. Le facce de’ poliedri essendo poligoni, le intersezioni di que- 
sti poligoni si chiamano lati, spigoli, a costole del poliedro. 

84. La diagonale di un poliedro è uua linea retta che unisce due 
vertici non situati sulla medesima faccia. 

85. Un poliedro si dice concesso quando la sua supriìcie non può 
essere incontrata da una linea retla in più di due punti. Di que>la 
sola specie di poliedri si parla negli elementi mettendo da parte 
quelli che hanno gli angoli solidi rientranti. 

86. Dicesi piramide ( lig. 22 ) un solido compreso fra più piani 
triangolari che partono da un medesimo punto S , e terminano ai 
differenti lati di un poligono ABCDE. 

87. La piramide si può concepire come prodotta dal movimento 
di una linea retta indeiinita, fissa in un punto S ed obbligata a per- 
correre il perimetro di un poligono qualunque ABCDE. 

88. 11 punto S dicesi vertice della piramide . il poligono ABCDE 
ne è la base , e la perpendicolare abbassata dal vertice sul piano 
della base no è f altezza. Finalmente il complesso dei triangoli ASB, 
BSC, CSD, ecc. forma la superficie convessa o laterale della pira- 
mide. 
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89. La piramide dicesi triangolare , quadrangolare , ecc., secon- 
dochè la base è un triangolo, un quadrilatero, ecc. 

90. I na piramide chiamasi regolare quando la sua base è un po- 
ligono regolare, e la sua altezza cade sul centro della base medesi- 
ma. In questo caso 1’ altezza prende il nome di asse della piramide, 
c si appella apotema la perpendicolare abbassata dal vertice della 
piramide sopra un lato della sua base. 

91. Sotto il nome di piramide retta intenderemo quella , in cui 
1’ altezza non cade fuori della base. Chiameremo poi piramide obli- 
qua quella, in cui I altezza cade fuori della base 

92. Il prisma ( fig. 29 ) è un solido compreso da più piani paral- 
lelogrammi terminati da una parte , e dall' altra da due poligoni u- 
guali e paralleli, che si chiamano basi del prisma. Il complesso dei 
parallelogrammi accennati forma la superjicie connessa o laterale 
del prisma. 

93. Si può concepire il prisma come generato dal movimento di 
una retta AF che si mantiene parallela a se stessa e di costante lun- 
ghezza , mentre descrivo colla sua estremità A il perimelro di un 
poligono qualunque ABCDE. Con questo medesimo movimento l'al- 
tra estremità F descrive il perimetro del poligono FGK1K uguale 
e parallelo al poligono ABCDE. 

9i. L' altezza di un prisma è la disianza delle sue due basi cioè 
la perpendicolare abbassala da un punto della base superiore sopra 
il piauo della base inferiore. 

95. 11 prisma prende il nome di triangolare , quadrangolare , ecc. 
secondochè le sue basi sono triangoli, quadrilateri, ecc. 

96. Un prisma dicesi retto quando i lati della superficie convessa 
sono perpendicolari alle basi. In questo caso i lati medesimi sono 
Uguali ali' altezza, ed i parallelogrammi, che formano la superficie 
convessa, sono rettangoli. Per lo contrario il prisma è obliquo al- 
lorché i lati sono obliqui alle basi, nel qual caso essi Lui sono mag- 
giori dell' altezza, 

97. Dicesi parallelepipedo il prisma, in cui le basi sono due pa- 
rallelogrammi. Quindi il parallelepipedo è un solido compreso da 
sei facce parallelogrammiche ( fig. 30 ). 

98. 11 parallelepipedo essendo un prisma, potrà essere per conse- 
guenza retto o obliquo. Mei parallelepipedo retto quando la base è 
uu rettangolo, tutte le facce sono rettangolari; e perciò si chiama pa- 
rallelepipedo rettangolo Finalmente tra i parallelepipedi rettangoli 
si distingue il cubo, che è un solido compreso da sei quadrali uguali. 

99. Nella teorica dei poliedri si distinguono particolarmente le 
piramidi, ed i prismi, perchè sopra questi solidi tutta quella teorica 
viene appoggiala. 

rHOPOSIZIOWE XLIII — TEOREMA. 

tr 

1 00. Se una piramide è tagliata da un piano parallelo alla bu* 


» 
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te, r altezza, ed » lati saranno divisi in parti proporzionali ; e la 
sezione sarà un poligono simile alla base ( fig. 28 ), 

Dim. Sia la piramide SABCD tagliata da un piano abcd paral- 
lelo alla base; sia SO 1 altezza della piramide , e si conducano le 
rette ao, AO. 

l.° Le intersezioni ab, AB dei piani abcd ABCD col piano SAB 
essendo parallele ( n° 33 ), sarà il triangolo S ab simile al triangolo 
SAB. Nello stesso mod i si dimostra che il triangolo S bc è simile al 
triangolo SBC , il triangolo Scd al triangolo SCD , ecc. per conse- 
guenza la ragione di Sa: SA sarà uguale a quella di S 6: SB, di 
Se: SC, ecc. Ma da un’ altra parte la ragione di Sa: SA è uguale a 

J uella dell’ altezza So all’ altezza SO . poiché ao è parallela ad AO, 
unque i lati SA, SB, SC, ecc., e l’ altezza SO della piramide sono 
divisi in parti proporzionali. 

2.° Per la simiglian/a degli stessi triangoli si ha ab : AB ; ; SA : 
SB ” bc : BC , dunque ab : AB bc : BC , e così pure si dimo- 
stra che bc : BC cd: CD , ecc. Quindi i poligoni abcd , ABCD 
hanno i lati proporzionali ; hanno di più gli angoli rispettivamente 
uguali a s= A , b = B, ecc. , perchè sono compresi fra lati paral- 
leli e rivolti nella stessa direzione, dunque il poligono abcd è simile 
al poligono ABCD. 

PROPOSIZIONE XLIV — TEOREMA. 

101. Le basi di due piramidi, che hanno la medesima altezza , 
Stanno fra loro come le sezioni fatte da piani condotti nelle due 
piramidi paralltltim • nte ad esse basi , ed ad uguale distanza dai 
vertici ( ng . 28 ). 

Dim. Sieno due piramidi S , e T , che abbiano le altezze uguali 
SO, TQ. Si faccia Te = So, e pel punto q si conduca un piano pa- 
rallelo alla base MNP , la sezione mnp sarà simile a questa base 
( n° 100 ). Parimente se pel punto o si conduca un piano parallelo 
alla base ABCD , la sezione abcd sarà simile a questa base. Or es- 
sendo simili i poligoni ABCD , abcd , le loro aje staranno come i 
quadrati dei lati omologhi AB, ab, ovvero come i quadrali delle al- 
tezze SO, so ( n° 100 ). Nello stesso modo si dimo>t; a che i poligo- 
ni MNP, mnp stanno come i quadrali delle altezze TQ, 'Py, ovvero 
come i quadrati di SO, so, dunque in fine si avrà 
ABCD : MNP ! ; abcd : mnp. 

102. Corollario. Da ciò segue che se le basi ABCD, MNP delle 
due piramidi sono equivalenti, le sezioni abcd , mnp fatte ad uguale 
altezza nelle stesse piramidi saranno equivalenti , e reciprocamente. 

PROPOSIZIONE XLV — TEOREMA. 

103. Una piramide qualunque si può decomporre in piramidi 
triangolari ( fig. 26 ). 
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Dim. Sia, per esempio, la piramide quadrangolare SABCD'. Si 
tiri la diagonale AC nella base della piramide, indi pel vertice S e 
per la diagonale medesima si faccia passare il piano ASC, è mani- 
festo che questo piano dividerà la piramide proposta in due pirami- 
di triangolari. Nello stesso modo, cioè tirando due diagonali nella 
base di una piramide pentagonale, si potrà divider questa in tre 
piramidi triangolari, e cosi in progresso. 

HiOPOSlZIONH XLVI — TEOREMA. 

lOf . Qualunque sezione fatta in un prisma da un piano paral- 
lelo alla base è uguale a questa base. ( fig- 29 ). 

Dim. Si tagli il prisma abei con un piano parallelo alla base . il 
poligono Imnpq che ne risulta sarà uguale al poligono abci/e. In- 
fatti, le rette Im. ab sono uguali come parallele comprese fra pa- 
rallele, e cosi pure si dimostra che mn è uguale e parallela a bc , 
np a cd ec. Quindi i due poligoni avranno i lati uguali rispettiva- 
mente, ed anche gli angoli eguali, perchè compresi fra lati paral- 
leli, e rivolti dalla stessa parte: e perciò sarà il poligono Imnpq u- 
guale al poligono abede. 

105. Corollario. In qualunque prisma le sezioni fatte da piatii 
paralleli fra loro sono uguali; dappoiché una di queste sezioni si 
può considerare come base di un prisma cui è parallela 1’ altra se- 
zione. 

106. Scolio. Ogni prisma poligono si può sempre decomporre in 
prismi triangolari , i quali hanno la medesima altezza del prisma, c 
le basi sono i differenti triangoli ABC, ACD, ADE, ecc., ne’ quali 
si può decomporre la base ABCDE per mezzo delle diagonali ÀC , 


PROPOSIZIONE XLV11 TEOREMA. 


107. In ogni parallelepipedo le facce opposte sono uguali e pa- 
rallele, egli angoli triedri opposti sono simmetrici ( fìg 30 ). 


Dim. Sieno ABCD, EGPII le basi del parallelepipedo proposto , 
le quali (n°97 ) sono parallelogrammi eguali situati in piani paral- 
leli. Or dico che due facce opposte qualunque AE, DG sono pure 
uguali e parallele. Perocché, essendo ABCI) un parallelogrammo, 
la retta AB è uguale e parallela a CD; parimente essendo EBCG 
un parallelogrammo, la retta BE è uguale e parallela a CG. Quindi 
gli angoli ABE, DCG hanno i lati paralleli e rivolti dalla stessa par- 
te: perciò sono uguali, ed i loro piani sono paralleli (n° 42). Ma 
un parallelogrammo è determinato quando si conoscono due lati a- 
diacenti e l'angolo da essi compreso, dunque il parallelogrammo AE 
è uguale a DG. . ... 
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In secondo luògo, gli angoli triedri opposti come B, e F, sono 
simmetrici. Infatti, si prolunghi lo spigolo DF verso O, lo spigolo HF 
verso M, ed infine GF verso N. Nascerà un nuovo angolo solido 
triedro FOMN simmetrico all angolo solido FGHD ( n u 74 ); ma 
eguale all'angolo solido B, perchè essendo FO parallela a BE, FM 
a BC, e FN ad AB, gli angoli piani che formano l'angolo" solido 
FMNO saranno rispettivamente eguali «gli angoli piani che com- 
pongono l'angolo solido B. e di più saranno similmente situati. 
Quindi resta dimostrato che l'angolo solido B è simmetrico all'an- 
golo solido opposto FHDG. 

108. Scolio. Un prisma è determinato quando si conosce la base, 
e la retta generatrice; dunque un parallelepipedo sarà determinalo 
allorché si conoscerà uno dei suoi angoli triedri B , e le lunghezze 
de’ lati AB, BE, BC. 

PROPOSIZIORE IL Vili — TEOREMA. 

109. In ogni parallelepipedo le quattro diagonali si tagliano 
scambievolmente in due parti uguali nel medesimo punto (fig. 31). 

Dim. Per due lati opposti BF, DH si faccia passare un piano; 
la sezione sarà il parallelogrammo BFDH: per conseguenza le dia- 
gonali BH, FDsi taglieranno scambievolmente in due parti uguali 
nel punto 0. Or se per i lati opposti AD, FG si conduca un altro 
piano, la sezione ADFG sarà pure un parallelogrammo, e la dia- 

J onale AG dividerà in due parti uguali la diagonale FD; e però la 
iagonale AG dovrà passare pel punto O. Si dimostrerà lo stesso 
per la diagonale KC; dunque le quattro diagonali del parallelepi- 
pedo si tagliano scambievolmente in due parli uguali nel medesi- 
mo punto 0. 

110. Scolio. Il punto O si chiama centro del parallelepipedo. 

E manifesto che le rette tirate dal punto O a tutti i vertici del 
parallelepipedo, lo dividono in piramidi che hanno per vertice co- 
mune il punto 0, e per basi le facce del parallelepipedo medesimo. 
E siccome ogni piramide si può decomporre in piramidi triangola- 
ri (n° 103), così ogni parallelepipedo si potrà decomporre in pi- 
ramidi triangolari. Parimente prendendo un punto nell’interno di 
un poliedro, si potrebbe decomporlo in piramidi triangolari ; ma 
essendo siffatta scomposizione mollo importante , ne indicheremo 
un'altra nel teorema qui appresso. 

PROPOSIZIONE ILI! — TEOREMA. 

III. Un poliedro convesso può sempre decomporsi in piramidi 
triangolari ( fig. 32 ). 

Dìm. Sieno SAB, ABCD, CDE tre facce consecutive di un polie- 
dro. Se per uno dei vertici S si conducano delle linee rette a tutti 
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gli altri, si determinerà lina serie di piramidi SABCD, SDCE, ece., 
che avranno per vertice comune il punto S, e per basi le differenti 
facce del poliedro, eccetto quelle che vanno a terminare al pun* 
to S. Il complesso di tutte queste piramidi formerà il poliedro me- 
desimo: ma ogni piramide si può decomporre in piramidi triango- 
lari, dunque ogni poliedro convesso può decomporsi in piramidi 
triangolari. 

112. Scolio. Apparisce da questo teorema che siccome la teorica 
delle figure piane rettilinee si riduce a quella dei triangoli, così la 
teorica de poliedri dovrà ridursi a quella delle piramidi triangolari. 
Nondimeno quest’ ultima non potrebbe farsi rigorosamente, senza 
ricorrere ad alcune proprietà dei prismi , ed ecco perchè nella geo- 
metria solida si parla in modo speciale delle piramidi, e dei prismi, 
ed in un modo generale degli altri poliedri. 

CAPITOLO II. 

DEI poliedri uguali. 


PROPOSIZIONE L — TEOREMA. 

1 1 3 . Due piramidi triangolari sono uguali quando hanno (ré fac - 
ce rispettivamente uguali, e similmente disposte ( fig. 24 ). 

Dim. Siano le due piramidi SABC, sahe. che abbiano le facce 
SBA, SBC, SCA rispettivamente uguali alle facce, sba, sbe , sca , e 
similmente disposte. Gli angoli triedri S. e s saranno uguali, perchè 
sono composti di angoli piani uguali ciascuno a ciascuno , e dispo- 
sti nello stesso ordine ( n° 72 ), per conseguenza gli angoli diedri 
SA, SB, SC saranno rispettivamente uguali agli angoli diedri sa, 
sb , se. Quindi se si fanno coincidere gli angoli triedri accennati , 
risulterà manifesta la coincidenza delle duo piramidi, che perciò 
saranno uguali. 

1 1 4- Corollario Da questo tcorma si deduce evidentemente che 
due piramidi triangolari sono uguali allorché hanno tutti i lati ri- 
spettivamente uguali c similmente disposti. 

PROPOSIZIONE LI TEOREMA. 

115. Due piramidi triangolari sono uguali quando hanno un an- 
golo diedro uguale , compì eso fra due facce rispettivamente uguali 
e similmente disposte ( fig 24 ). 

Dim. Siano SABC, sabe , due piramidi triangolari, nelle quali sia 
l'angolo diedro SB uguale all’angolo diedro sb, c le facce SBA , 


i 
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SBC, rispettivamente uguali alle facce sba, sbc, e similmente dispo- 
ste. È chiaro che se si ponga la faccia sita sopra la sua ugualeSBA, 
e l’angolo diedro si» sopra SB, la faccia sbc combacerà con la fac- 
cia SBC, e però risulta manifesta l’eguaglianza delle due piramidi. 

rnorosizioni lii — teoresi a. 

1 16. Due piramidi triangolari sona uguali, quando hanno una 
faccia uguale adiacente a tre angoli diedri uguali ciascuno a cia- 
scuno, e similmente disposti ( Cg. 24 ). 

Dim. Siano SABC, saie due piramidi triangolari, che abbiano le 
facce ABC, abe uguali fra loro, come pure gli angoli diedri adia- 
centi a queste facce. Se si fanno combaciare le facce ABC, abe, la 
faccia asb si troverà nel piano della faccia ASB, ed il punto s ra- 
derà in un punto di questo piano. Parimente, la faccia asc si trove- 
rà nel piano della faccia ASC, ed il punto s cader» in un punto di 

2 cesto piano. Nello stesso modo ancora si dimostrerà che la faccia 
se sarà situata nel piano della faccia BSC, e che il punto s rade- 
rà in un punto di questo pi ino; per conseguenza il punto s doven- 
dosi trovare a un tempo nei tre piani ASB, ASC, BSC, si troverà 
nel punto s de l loro incontro. (Quindi le due piramidi triangolari 
coincideranno, e perciò saranno eguali. 

PttOPOSIZIONE LUI TEOREMA. 

II 7. Due piramidi triangolari sono ugnali quando hanno una 
costola uguale, e tutti i loro angoli diedri uguali ciascuno a cia- 
scuno, e similmente disposti ( fig. 24 ). 

Dim. Siano SABC, sabe due piramidi triangolari, nelle quali sia- 
no uguali gli spigoli SA. sa, come pure tutti gli angoli diedri simil- 
mente situati. Gli angoli triedri S, s sono uguali, poiché hanno i 
loro angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno e similmente disposti 
( n° 77 ); per conseguenza i loro angoli piani ASB, asb sono egua- 
li, come pure gli angoli ASC, asc. Per la stessa ragione sono uguali 
gli angoli triedri A , a, ed in conseguenza gli angoli SAB, sab, e 
gli angoli SAC, sac. Quindi i triangoli ASB, asb sono uguali, per- 
chè hanno il lato SA uguale al lato sa , e sono uguali gli angoli a- 
diacenti a questi lati ciascuno a ciascuno: Io stesso si verifica per i 
due triangoli ASC, asc Dunque le due piramidi proposte hanno un 
angolo diedro uguale, cioè B.\SC=àasc compreso fra due facce 
uguali ciascuna a ciascuna e similmente disposte, perciò queste due 
piramidi sono uguali ( n° 115 ). 
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PROPOSIZIONE LIV — TEOREMI. 

118. Due piramidi sono uguali quando hanno basi uguali , e due 
facce contigue alla prima di queste basi uguali rispettivamente a 
due facce contigue alla seconda , e similmente disposte ( fig. 27 ). 

Dim. Siano SABDC, sabdc due piramidi, che abbiano le basi u- 
guali ABCD, abed e le Tacce contigue ASB, BSD rispettivamente 
uguali alle facce contigue asb, bsd, e similmente disposte. Si tirino 
le diagonali AD, ad, le due piramidi saranno decomposte in pirami- 
di triangolari dai piani SAD. sad. Or in virtù della uguaglianza dei 
poligoni ABCD, abed, saranno uguali i triangoli ABD, abd; per 
conseguenza le piramidi triangolari SABD, sabd avranno tre facce 
uguali ciascuna a ciascuna e similmente situate, onde saranno uguali 
fra loro ( n° 113). Quindi se si fanno coincidere i poligoni ABCD , 
abed, i triangoli ABD. abd coincideranno, come pure le piramidi 
triangolari uguali SABD. sabd ; e però le due piramidi a\ ranno 
tutti i loro vertici comuni, e coincideranno in tutta la loro estensio- 
ne. Dunque queste piramidi sono eguali. 

proposizione lv — teorem j: 

119. Dus prismi sono eguali , quando hanno una base e due 
facce contigue eguali ciascuna a ciascuna e similmente disposte 
(fig. 29). 

Dim. Nei prismi AK, ah sia la base ABCDE uguale alla ba- 
re abede , la faccia ABGF uguale alla faccia abgf , e la faccia 
BCHG uguale alla faccia behg. Gli angoli triedri B , e b sono 
uguali poiché hanno gli angoli piani rispettivamente uguali ; e si- 
milmente disposti: perciò posta la base abede sopra la base ABCDE, 
lo spigolo bg coinciderà collo spigolo BG , la faccia behg colla 
faccia BCHG . e la faccia abgf colla faccia ABGF. Quindi i pun- 
ti f,g,h caderanno rispettivamente su i punti F, G, li ; ma 
per tre punii non situati in linea retta può passare un solo pia- 
no ; dunque il uoWqouo fghik combacerà col suo uguale FGHIK, 
e gli spigoli id, he coincideranno essi pure cogli spigoli ID , RE. 
Laonde i due prismi sono uguali. 

1 20. Corollario. Due prismi retti sono uguali quando hanno 
basi eguali , ed ugnali altezze ; dappoiché in tal caso le loro 
facce rettangolari sono uguali a due a due , avendo uguali ba- 
si , ed uguali aitezze. 

PROPOSIZIONE LV1 — TEORESI Jl 

121. Il piano che passa per le diagonali corrispondenti del- 
le due basi di un parallelepipedo retto , lo divide in due prismi 
triangolari uguali fra loro ( lig. 30 ). 


Digitized by Google 



GEOMETRIA solida 


32 

Dim. Sia il paratlepipedo retto AG , e siano ABCD , EGFH 
le sue basi. Essendo lo spigolo EB eguale e parallelo allo spi- 
golo FD ( n° 97 ) se si conducano le diagonali BD, EF delle due 
basi , la figura EBDF sarà un rettangolo ; poiché per ipotesi il 
parallclepido AG è ret'o , e per conseguenza gli spigoli EB, FD 
sono perpendicolari alle basi. Quindi i due solidi ABDEFH e 
BCDEGF , sono prismi triangolari retti che hanno uguali basi , 
ed uguali altezze, e perciò sono uguali fra loro ( n° 120. ) 

PROPOSIZIONE LVll TEOREMA. 

122. Due poliedri S . s sono uguali , allorché possono decom- 
porsi in un medesimo numero di piramidi uguali ciascuna a cia- 
scuna e similmente disposte ( fig. 32 ). 

Dim. In 'atti . se si fanno coincidere due di queste piramidi 
SABC , saie , supposte uguali , le piramidi vicine coincideranno 
con una f.iceia; e siccome esse sono uguali per ipotesi, c simil- 
mente disposte . cosi coincideranno in tutta la loro estensione. Lo 
stesso avrà luogo progressi vamen le per tulle le piramidi prese a 
due a due , e però i poliedri medesimi coincideranno. 

123. Scolio La reciprora di questa proporzione è evidente ■ 
cioè che due poliedri uguali possono decomporsi in un medesi- 
mo numero di piramidi uguali ciascuna a ciascuna e similmente 
disposte 1 

PROPOSIZIONE LVI11 TEOREMA. 

124. Due poliedri sono uguali (piando hanno le facce rispet- 
tivamente uguali e similmente disposte , e ciascun angolo die- 
dro di due facce contigue in uno di essi uguale all' angolo die- 
dro delle facce omologhe nell'altro ( Cg. 32). 

Dirti. Imperocché , se nei due poliedri si considerano due pi- 
ramidi triangolari omologhe esterne SABC, saie, si vedrà che 
esse sono uguali , poiché hanno un angolo diedro uguale com- 
preso fra facce rispettivamente uguali, e similmente situate. Quin- 
di so dai due poliedri si tolgano queste piramidi, si avranno al- 
tri due poliedri , nei quali le nuove Iacee saranno rispettivamen- 
te uguali , e saranno pure rispettivamente uguali i nuovi angoli 
diedri. Dunque si potrà operare sopra questi nuovi poliedri come 
sopra i precedenti, e così progredendo si potranno decompone 
i due poliedri in un medesimo numero di piramidi triangolari 
uguali e similmente disposte; c però questi poliedri saranno uguali. 

123. Scolio. La reciproca della proposizione precedente è ma- 
nifesta . cioè che due poliedri eguali liann > le facce omologhe 
rispcllivameule uguali e similmente disposte, e ciascun angolo 
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diedro di due facce contigue in uno di questi poliedri uguale 
all'angolo diedro delle facce omologhe nell’altro (*). 

CAPITOLO III. 

DEI FOUEBUI EQUIVALERTI. . 

126 Definizione I Lo spazio compreso dalla superficie di un so- 
lido diccsi solidità o volume. 

127 Definizione 11. Due solidi si chiamano equivalenti quando 
hanno il medesimo volume, ma non possono coincidere. 

1*28. Definizione III. Misurare il volume di un solido significa 
determinare il suo rapporto col volume di un altro solido di nota 
grandezza che si prende per unità di volume. 

12!}. Per unità di volume si c prescelto quello di un cubo , cui 
si dà per spigolo 1’ unità ili lunghezza. Così se 1’ unità di lunghezza 
è il palmo, 1’ unità di volume sarà un cubo, il cui spigolo è un pal- 
mo , e che perciò si chiama palmo cubit o. Se I unità di lunghezza 
è la canna , 1' unità di volume sarà un cubo , il cui spigolo è una 
canna, e si chiama canna cubica, e così in progresso 

130. Definizione IV. Sotto il nome di dimensione, di un paralle- 
lepipedo rettangolo s’ intendono le tre rette che rappresentano la 
sua altezza, e le due dimensioni della sua base, cioè la lunghezza, 
c la larghezza. 

131. Alle denominazi ni larghezza , ed altezza si sostituiscono 
talvolta quelle di grossezza , e di profondità. Cosi si dice , per e- 
sempio, la lunghezza e 1’ altezza di un edilizio; la lunghezza, 1’ al- 
tezza. e la grossezza di un muro; la lunghezza , la larghezza, e la 
grossezza di una tavola; la lunghezza, la larghezza, c la profondità 
di un fosso, ecc. 

132. Si è dato il nome di dimensioni alla lunghezza, larghezza, 
ed altezza di un parallelepipedo rettangolo , perchè esse misurano 
l’estensione di questo solido nelle sue tre direzioni principali. In- 
fatti, l’estensione di un parallelepipedo rettangolo è uniforme nella 
direzione di ciascuna delle sue ire dimensioni ; dappoiché essa è li- 
mitata da due piani paralleli , ambidne perpendicolari allo spigolo 
che misura questa dimensione. Siffatta disposizione particolare al 
parallelepipedo rettangolo non esiste più negli altri solidi ; non 
pertanto si adopera ancora la parola dimensione per indicare le tre 
direzioni principali della loro estensione, abhenchc la maggior parte 
di questi solidi non abbia, propriamente parlando, nè lunghezza, nè 


(*) Euclide ha mosso come definizione elio due poliedri sono ugnali, quan- 
do sono compresi da un medesimo numero di piani uguali ciascuno a ciascu- 
no. Lungi dall’ pssere una definizione è questo un teorema difficilissimo a 
dimostrarsi , e fortunatamente non è necessario negli elementi. La dimostra- 
zione fattane dai celebre geometra Gaudi) potrà leggersi nelle note alla 
geometria di Legendrc. 
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larghezza, nè altezza assegnabili effettivamente. Si può ora compren- 
dere perchè siasi prescelto il cubo per unità di volume dei solidi. 

PROPOSIZIONE LVIIl — TEOREMA. 

133. Il parallelepipedo rettangolo ha per misura il prodotto del- 
le sue tre dimensioni ( fig. 33 ). 

Dim. Sia MB il parallelepipedo rettangolo proposto. Supponiamo 
per fissare le idee , che lo spigolo AB contenga 6 volte 1’ unità di 
lunghezza ah, e che gli spigoli AD , ed AC la contengano rispetti- 
vamente 4 volte, e 7 \olle. 

Si divida AB in 6 parti uguali, e per tutti i punti di divisione si 
conducano altrettanti piani perpendicolari ad AB : parimente si di- 
vida AD in 4 parti uguali, e per tutti i punti di divisione si condu- 
cano i piani perpendicolari ad AD : finalmente si divide AC in 7 
parli uguali , e per tutti i punti di divisione si conducano i piani 
perpendicolari ad AC. 

E manifesto che con questa costruzione il parallelepipedo BM si 
troverà decomposto in piccoli parallelepipedi rettangoli, che avran- 
no tutti le loro tre dimensioni uguali alla unità di lunghezza ah , 
perchè due piani perpendicolari ad una medesima retta sono paral- 
leli fra loro ( n° 25 ). Dunque questi piccoli parallelepipedi sono 
cubi, dei quali ciascuno ha per spigolo 1’ unità di lunghezza, e per- 
ciò è unità di volume. Or è evidente che il numero di tutti questi 
cubi corrisponde al prodotto dei numeri 4, 6, e 7. cioè 168 , dun- 
que se gli spigoli AB, AD, AC, sono commensurabili coll’ unità di 
lunghezza ab , il parallelepipedo rettangolo BM avrà per misura il 
prodotto del'e sue tre dimensioni. 

Suppongasi in secondo luogo che due spigoli soltanto AB, ed AD, 
sieno commensurabili coli’ unità di lunghezza ab, dico che auche in 
questo caso il volume del parallelepipedo BM sarà espresso dal pro- 
dotto dei tre spigoli AB, AD, AC. Infatti , si supponga , se è possi- 
bile , che il volume accennato sia espresso dal prodotto AB X AD 
per un terzo spigolo AO minore di AC. Si prenda una parte aliquota 
di ah che sia minore di OC , e si tolga dallo spigolo AC tante volte 
quante si può, si avrà un risiduo CL minore di OC; pel punto L si 
conduca un piano parallelo alla base ABI) del parallelepipedo pro- 
posto. 11 parallelepipedo BN che ne risulta avrà per misura il pro- 
dotto dei tre spigoli AB, AD. AL, poiché questi spigoli sono com- 
mensurabili coll’ uuità di lunghezza. Ma per ipotesi il prodotto de- 
gli spigoli AB, AI), AO è la misura del parallelepipedo BM , dun- 
que il parallelepipedo BN dovrebbe essere maggiore del parallelepi- 
pedo BM; il che è assurdo. Nello stesso modo si dimostrerebbe che 
il volume del parallelepipedo BM non può essere espresso dal pro- 
dotto AB X ÀD per un terzo spigolo maggiore di ÀC. 

In terzo luogo sia il solo spigolo Al) commensurabile con ah, e si 
supponga che il volume del parallelepipedo BM sia espresso da AB 
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X AD per un terzo (pigolo minore di AC. Si faccia la costruzione 
sopraccennata , e sarà il parallelepipedo BN espresso dal prodotto 
dei ire spigoli AB, AD, AL, poiché AD, ed AL sono commensuiia- 
bili coll' unità di lunghezza. Laonde il parallelepipedo BN sarebbe 
maggiore del parallelepipedo BM; il che non può sussistere. 

Finalmente se tutti e tre gli spigoli sono incommensurabili coll’u- 
nità di lunghezza, si farà la stessa costruzione adoperata nei due casi 
precedenti, e si dimostrerà nello stesso modo che il parallelepipedo 
BN , che in questo caso avrebbe un solo spigolo commensurabile 
AL, sarebbe maggiore di BÌVI. Dunque in ogni caso il parallelepi- 
pedo rettangolo Ita per misura il prodotto delle sue tre dimensioni. 

13'(. Scolio Quando si dice che il parallelepipedo rettangolo BM 
lia per misura il prodotto delle sue tre dimensioni, si fa uso di una 
espressione abbreviata, colla quale si vuole intendere che il paralle- 
lepipedo proposto BM sta al cubo ùm, che è l'unità di volume, co- 
me il numero astratto risultante dal prodotto delle tre linee AB AD, 
AC all’ unità di lunghezza ab. Or siccome il prodotto di AB molti- 
plicata per AD rappresenta 1' aja del rettangolo ABD , cosi se si 
prenda questo rettangolo per base del parallelepipedo, lo spigolo AC 
ne sarà 1' altezza; c però si può dire ebe: il parallelepipedo rettan- 
golo ha per misura il prodotto della sua base per la sua altezza. 

Parlando a rigore , è impossibile moltiplicare una superficie per 
una linea , ma questo modo di dire è una espressione abbreviata , 
colla quale si dee intendere che il numero astratto delle unità qua- 
drale della base del parallelepipedo moltiplicato pel numero astratto 
delle unità lineari dell’ altezza dà per prodotto un altro numero pu- 
re astratto , il quale esprime il rapporto del parallelepipedo propo- 
sto al cubo, eh’ è l’unità di volume. 

135. Corollario 1. Se il parallelepipedo rettàngolo è un cubo, se 
ne avrà la misura prendendo il numero delle unità di lunghezza 
contenute in uno dei suoi spigoli , e formando un prodotto in cui 
questo numero entri Ire volte come fattore. Cosi , se lo spigolo del 
cubo proposto contiene 2 unità di lunghezza, questo cubo conterrà 
8 unità ai volume. Kd ecco perche in aritmetica si è dato il nome 
di cubo al prodotto di tre fattori uguali. 

136 Corollario IL Due parallelepipedi rettangoli che hanno basi 
equivalenti, ed altezze uguali, sono equivalenti, dappoiché hanno la 
stessa misura. 

137. Corollario III. Due parallelepipedi rettangoli che hanno le 
basi in ragion reciproca delie altezze, sono equivalenti. 

138. Corollario IV. Due parallelepipedi rettangoli che hanfio la 
stessa altezza, stanno fra loro come le basi. Viceversa, se hanno u- 
guali basi, o basi equivalenti, stanno fra loro come le altezze. 

139. Corollario V. Due parallelepipedi rettangoli qualunque 

stanno fra loro come i prodotti delle loro tre dimensioni , ovvero 
come i prodotti delle basi moltiplicate per le altezze, o finalmente in 
ragione composta dalla ragione delle basi, e dalla ragione dellp al- 
tezze. * 
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PROPOSIZIONE MI — TEOREMA. 

l'io. Ogni parallelepipedo retto è equivalente ad un parallelepi- 
pedo rettangolo che ha la stessa altezza , ed una base equivalente . 

( Kg- 3*)- 

Dim. Sia AL un parallelepipedo retto, (li cui la basco il paralle- 
logrammo ABCD. Dai punti A , e lì si abbassino sopra DC le per- 
pendicolari AG, I5N, indi dai punti 0 , e C s’ innalzino sopra 1)C 
nel piano MDCL le perpendicolari OQ, NI’ , e lilialmente si tirino 
le rette 1Q , Kl*. Con questa costruzione si avrà il solido AP , che 
sarà un parallelepipedo rettangolo equivalente al parallelepipedo 
proposto. Infatti , la base ABNl) è un rettangolo equivalente al pa- 
rallelogrammo ABCD; parimente la base superiore IKPQ è un ret- 
tangolo equivalente al parallelogrammo 1KLM. Di più . le facce 
laterali di i solido AP sono pure rettangolari ; dappoiché essendo 
JVlb perpendicolare al piano della base ABCD del parallelepipedo 
retto, le linee QO, NP parallele a MD saranno pure perpendicolari 
al piano medesimo ( n° 24 ) ; ma gli spigoli IA , RB sono essi an- 
cora perpendicolari al piano accennato ; dunque il solido AP è un 
parallelepipedo rettangolo. Or da un’ altra parte i due prismi trian- 
golari retti AM, BL sono uguali, poiché le basi ADO, BCN sono 
uguali, come pure le altezze DM, NP ( n° 120 ): dunque se a que- 
sti due prismi si aggiunge di cornuuc il solido ABCOIKLQ, il pa- 
rallelepipedo retto ÀL risulterà equivalente al parallelepipedo ret- 
tangolo AP. 

141. Corollario I. Dalla proposizione precedente, si deduce che 

Il parallelepipedo retto ha per misura il prodotto della sua base 

per la sua altezza. 

142. Corollario li. Due parallelepipedi retti che hanno le basi 
equivalenti, e le allc ze uguali, sono equivalenti. 

143. Corollario III. Il prisma triangolare retto BCDF ( fìg. 30 ) 
ha per misura il prodotto della sua base per la sua altezza. 

Infatti, il prisma triangolare retto BCDF è metà ( n" 121 ) del 
parallelepipedo retto CH che ha una base doppia e la stessa altezza. 

144. Corollario IV. Dal corollario precedente apparisce che 

Due prismi triangolari retti sono equivalenti , quando hanno 

basi equivalenti , ed altezze uguali. 

nsorosmoNE lx — teorema. 

145. Due piramidi triangolari rette che hanno basi equivalen- 
ti , ed altezze uguali , sono equivalenti ( fig. 35 ). 

Dim. Sicno SABC , sabe due piramidi triangolari rette. Si sup- 
ponga che le basi AB!’, abe sicno situate in un medesimo piano, e 
( he T altezza della prima piramide si confonda collo spigolo SA , c 
I' al’ezza della seconda cada sul lato ac della base abe ; poiché se 
cadesse dentro di questa base, la dimostrazione seguente resterebbe 
sempre la stessa. 
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Si cliiuinino P, c p i volumi dello due piramidi : se ([iieste pira- 
midi non sono equivalenti, sia sale la più piccola Sarà sempre pos- 
sibile prendendo un’ altezza c 'mentente A r, costruire un prisma 
retto avente per base il triangolo ABC, rii cui il volume sia uguale 
alla differenza 1* — p dei volumi delle due piramidi proposte. 

Si divida l’altezza SA in parli ugnali minori di At e per i punti 
di divisione D, G, Iv, ecc. si conducono altrettanti piani paralleli 
al piano delle basi ; le sezioni fatte da ciascuno di questi piani nelle 
due piramidi saranno equivalenti ( n® I 12 ), onde si avrà DEF = 
i ief, GUI, = gài, ecc. 

Ciò premesso, sopra i triangoli ABC, DEF, Glll. ere. presi per 
basisi costruiscano i prismi rotti esterni ABCN . DEFO, Gl III* , 
ecc., clic abbiano per altezze le parli Al), IH», GK, ece. dell’ al- 
tezza SA. Parimente sopra i triang di Jcf gli film. ree. presi per 
basi si costruiscano nel fa seconda piramide i prismi retti interni defo, 
ghip\ cc. dei quali le altezze saranno uguali alle altezze AD, DG, 
GK, ec. dei prismi esterni appartenenti alla prima piramide. Quin- 
di tutti i prismi fin qui mentovati avranno per altezza comune AD. 

La somma de’ prismi esterni della piramide SABC è maggiore 
del volume di questa piramide; al contrario la somma de’ prismi in- 
terni della piramide sale è minore del volume di questa piramide ; 
dunque per queste due ragioni, se si chiami S la somma de’ prismi 
esterni, e s quella degli interni dovrà essere la differenza S — s 
maggiore della differenza P — p. 

Or a partire dalle basi ABC , ale , il secondo prisma esterno 
DEFO è equivalente al primo prisma interno defo (n“ I 12), poiché 
hanno basi equivalenti ed altezze uguali: sono equivalenti per la 
stessa ragione il terzo prisma esterno GI1IP e<r il secondo interno 
g/iip, il quarto esterno ed il terzo interno, c rosi in progresso fino 
aHullimo degli uni e degli altri. Dunque lutti i prismi esterni della 
piramide SABC, eccetto il primo ABCN, hanno i loro equivalenti 
ne’ prismi interni delia piramide sale-, per conseguenza la differen- 
za S — s sarà uguale al prisma accennato ABCN. Ma per costruzio- 
ne la differenza P - p delle due piramidi è maggi re del prisma 
ABCN, dunque la differenza S — s dei prismi sarà minore della dif- 
ferenza P — p delle piramidi ; il che è assurdo, perché più sopra si 
è dimostrata maggiore : dunque la piramide SABC non può essere 
maggiore della piramide sale. Nello stesso modo si dimostrerà che 
non può essere minore , poiché basterà costruire i prismi esterni 
nella piramide sale, c gl’interni nella piramide SABC; perciò le due 
piramidi sono equivalenti. (*) 


(*) La condizione particolare della piramide ABCS, di avere per costola 
la sua altezza AS, nulla toglie alla generalità della dimostrazione, tubili , 
se le due piramidi rette fossero comunque, ciascuna di esse sarebbe equiva- 
lente ad una terza piramide avente eguale altezza, e base equivalente ; e 
condizionata come la ABCS, 
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PROPOSIZIONE I.II THOREXJ. 

1 46. Ogni piramide triangolare obliqua è equivalente ad una 
piramide triangolare retta che ha la medesima Unse, e la me- 
desima altezza ( fig 27 ). 

Dim. Sia SD l’altezza della piramide obliqua SABC. Si tirino le 
rette BD, AD, CD; indi si costruisca un triangolo abe uguale al 
triangolo ABC, e sopra he si costruisca il triangolo bed uguale al 
triangolo BCD, sarà il quadrilatero abed uguale al quadrilatero 
ABC1). Ciò premesso, s’innalzi dal punto o sul piano oócrf la perpen- 
dicolare os = DS, e si conducano le rette sa, sb, se, sd , ad. 

La piramide triangolare retta SABD è equivalente alla piramide 
triangolare re!ta sabd, dappoiché la base ABI) della prima è uguale 
alla base abd della seconda, e l’altezza SD è uguale all' altezza so 
( n° 145 )■ Parimente si dimostra che la piramide triangolare SADC 
è equivalente alla piramide triangolare sadc: per consequenza la 
piramide quadrangolare SABDC è equivalente alla piramide qua- 
drangolare sabde. Ma la piramide triangolare retta SBDC è equi- 
valente alla piramide triangolare retta sbdc: dunque se dalle due pi- 
ramidi quadrangolari si tolgano queste due piramidi triangolari , 
resterà la piramide triangolare obliqua SABC equivalente alla pira- 
mide triangolare retta sabe. 

1 47. Corollario. Dal teorema precedente si deduce evidentemen- 
te che: due piramidi triangolari qualunque che hanno le basi equi- 
valenti, e le altezze uguali, sono equivalenti. 

PROPOSIZIONE I.XII TEORESI A. 

148. Ogni piramide triangolare è equivalente alla terza parte 
del prisma triangolare della mede-ima base, e della medesima al- 
tezza ( lig. 36 J. 

Dim. Sia ABCD una piramide triangolare. Per i punti B, e C, 
si conducano le rette BE, CF uguali e parallele ad Al) ( n° 27), in- 
di si congiungano i punti li, D, F colle rette liD, DF, FE: con 
questa costruzione si formerà il prisma triangolare AE, il quale 
avrà la medesima baso ABC, e la medesima altezza della piramide 
proposta. 

Ciò premesso, per i tre punti C, D, E, si faccia passare un piano, 
questo dividerà la piramide quadrangolare EBCFD in due piramidi 
triangolari equivalenti EBCD, ECF1), poiché hanno basi uguali, e 
la slessa altezza, cioè la perpendicolare abbassata dal vertice comune 
D sul piano EBCF. Or considerando la piramide ECF1) come so 
avesse per base il trianuolo EDF, e per vertice il punto C. ne se- 
gue che ledne piramidi ECDF, ABCD avranno basi uguali, ed al- 
tezze uguali; perciò queste due piramidi saranno uguali, ed il pris- 
ma triangolare sarà decomposto nelle tre piramidi triangolari equi- 
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valenti ira toro ABCD, EBCD, ECFU. Laonde ia piramide propo- 
ita ABCD sarà la terza parte dei prisma AC. 

149. Corollario I. Due prismi triangolari che hanno le basiequi- 
valenti, e le altezze uguali sono equivalenti , perchè le piramidi 
loro terze parti sono equivalenti ( n“ 1 45 ). 

150. Corollario il. Dal corollario precedente si deduce che un 
prisma triangolare obliquo è equivalente ad un prisma triangolare 
retto di base equivalente e della stessa altezza, ma il prisma trian- 
golare retto ha per misura il prodotto delta base per rallecza(n°i43); 
per conseguenza: ogni prisma triangolare ha por misura il pro- 
dotto della sua base per la sua altezza. 

Ibi. Corollario Ut. Ma la piramide triangolare è la terza parte 
del prisma triangolare della stessa base, e della stessa altezza, dunque 

Ógni piramide triangolare ha per misura il prodotto della sua 
base pel terzo della sua altezza 

152. Corollario IV. Potendosi ogni prisma poligono decompor- 
re in prismi triangolari della stessa altezza ( n 0, 106 ): ed ogni pira- 
mide poligona in piramidi triangolari della stessa altezza ( u* 103), 
ne consegue che 

1 Ogni prisma ha per misura il prodotto della sua base per 
la sua altezza. 

2.° Ogni piramide ha per misura il prodotto della sua base 
pel terzo della sua altezza; e per conseguenza 

3. 0, Ogni piramide è la terza parte del prisma dèlia siesta 
base, e della stessa altezza. 

vbo posiziona lxiii — teorema-. 

155. Jl piano che passa per le diagonali corrispondenti di due 
fàcce opposte di un parallelepipedo obliquo, lo. divide in due pris- 
mi triangolari equivalenti ( fiig. 30 ). 

Din. Sia il parallelepipedo obliquo CO, e per te diagonali corri- 
spondenti EF. BD di due facce opposte qualunque si faccia passa- 
re il piano EBDF, il quale dividerà il parallelepipedo proposto nei 
due solidi ABDti, BDCG. In primo luogo questi due solidi sono pris- 
mi triangolari; poiché i triangoli ABD, LI' il, avendo i loro lati 
uguali e paralleli, sono uguali fra loro, e nel tempo slesso le facce 
laterali sono tre parallelogrammi. Quindi il solido ABD11 è un 
prisma triangolare, e lo stesso- si dimostra pel solido BDCG. 

In secondo luogo , i due prismi triangolari accennali sono e- 
quivalenti, perchè hanno basi uguali ed altezze uguali (n° 149 ), 
dunque il piano EBDF divide il parallelepipedo obliquo in due 
prismi equivalenti. 

154. Corollario I. Poiché il prisma triangolare ha per misura il 
prodotto della sua base per la sua altezza ( n." 150 ], apparisce 
dalla proposizione precedente che 

Un parallelepipedo qualunque ha per misura il prodotto- della 
sua base per la sua altezza ; e per conseguenza. 
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155. Corollario II. Due parallelepipedi qualunque che /tannò 
basi equivalenti, ed altezze equa/i. sono equivalenti . 

l)a ciò si conchiude ancora che due parallelepipedi sono equiva- 
lenti, se hanno la stessa base, o basi equivalenti , c sono come 
nella ( Cg. 37 ) situati fra gli stessi piani paralleli ; per la qual 
cosa si potrà sempre trasformare un parallelepipedo obliquo qua- 
lunque in un parallelepipedo rettangolo equivalente. 

156. Scoio. Tutti i teoremi ricavali ( n° 136 al n“ 139) come 
corollaij della misura del parallelepipedo rettangolo si pos ono 
applicare a due parallelepipedi qualunque, a due prismi qualun-» 
cjue, ed anche a due piramidi qualunque. Ciò risultala quanto 
fin qui si è esposto. 

. PROPOSIZIONE IAIV TEOREMA. 

157. Se tuia piramide triangolare si tagli con un piano pa- 
rallelo alla base, il tronco che resta togliendo la piccola pira- 
mide è equivalente alla somma di tre piramidi , che hanno per 
comune altezza quella del tronco , e per basi inno la base in- 
feriore del tronco , l’altra la base supcriore, e l'ultima una me- 
dia proporzionale fra queste due basi ( fig. 38 ). 

Dim. Sia ABCDEF un tronco di piramide triangolare. Per i punti 
A, E, C si faccia passare un piano, il quale distaccherà dal tronco 
la piramide triangolare ACCE che ha per base la base inferiore del 
tronco, e per altezza Foltezza del tronco medesimo; poiché il verti- 
ce E si ritrova nel piano DEE: questa è la prima delle tre piramidi.- 

Rimane la piramide quadrangolare che ha per vertice il punto 
E, e per base il trapezio DACF. Per i tre punti D, E, C si faccia 
passare un piano, che dividerà la piramide accennata in duo pira- 
midi triangolari. La prima EDEC può considerarsi come adente 
per base il triangolo DEP e per vertice il punto C, per conseguen- 
za avrà per base la base superiore del tronco, e la stessa altezza 
di esso. Dunque ò questa la seconda piratnido. 

In quanto alla piramide EDAC, a fine di trasformarla in un’altra 
equivalente, si conduca pel punto E nel piano ADEB la retta EK 
parallela ad AD, e si uniscano DK, e KC. La piramide EDAC è e- 
quivalenle alla piramide ADCK, perchè hanno la stessa base ADC, 
e la stessa altezza, essendo i loro vertici situali in una retta EK pa- 
rallela ad AD, ovvero al piano ADC. Ma la piramide DACK può 
considerarsi come se avesse per base il triangolo AKC, e per ver- 
tice il punto D, resta dunque a dimostrare che la base AKC è media 
proporzionale fra le due basi del tronco. Infatti, essendo le rette DE, 
DF respettivamente parallele ad AB, AC, e rivolte dalla stessa par- 
te, sarà 1 angolo EDr uguale all’angolo BAC. Ma DE=AK, se dun- 
que si considerano DF, ed AC come basi dei triangoli DEF, AKC, 
le perpendicolari abbassate dai vertici E.K su queste basi; ovvero lo 
altezze dei due triangoli saranno uguali; e però i triangoli DEF, 
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AKC staranno come !e basi DF, AC. Ma i triangoli ÉKC, ABC stan- 
no ancora come le basi , AK, AB , ovvero come DE, AB, perchè 
hanno la stessa altezza : e per la simiglianza dei triangoli DEF, 
ABC si ha DF: AC : : DE: AB, dunque in fine sarà 
DEF: AKC : : AKC: ABC. 

PROPOSIZIONE LXV — TEOREMA. 

158. Il tronco a basi parallele di una piramide qualunque è 
equivalente alla somma di tre piramidi , che hanno per comune 
altezza quella del tronco, e le loro basi sono la base inferiore 
del tronco, la base superiore , ed una media proporzionale fra 
queste due basi ( fig. 28 ). 

Dim. Sia S una piramide qualunque , T una piramide triangola- 
re: si supponga che le basi ABCD, MNP sicno equivalenti, c si fila- 
te in un medesimo piano ; e che le altezze SO, TQ sicno uguali fra 
loro; indi si conduca un piano parallelo a quello delle basi che ta- 
gli le due piramidi. 

Essendo per ipotesi le basi equivalenti, le sezioni abed, mnp sa- 
ranno ancora equivalenti ( n° 102) ; per conseguenza le piramidi 
parziali S abed , Tmnp saranno equivalenti. Male piramidi intere 
sono equivalenti, perchè hanno basi equivalenti, ed altezze uguali, 
dunque il tronco della piramide poligona è equivalente al tronco 
della piramide triangolare; e però il tronco di una piramide qualun- 
que sarà uguale alla somma delle tre piramidi indicate nell’ enun- 
ciazione del teorema. 

159. Corollario. Da ciò si deduce che 

Il tronco di piramide a basi parallele ha per misura il terzo 
del prodotto della sua altezza per la s'omma delle sue due basi 
e di una media proporzionale fra queste due basi. 

mOFOSIZIONE LIVI — TEOREMA. 

160. Se si taglia un prisma triangolare con un piano DEF in- 
clinalo alla base ABC, il tronco AuCF sarà ugnate alla somma 
di tre piramidi , che hanno per base comune la base inferiore 
del tronco , e per vertici quelli della base superiore (lìg. 39). 

Dim. Per i punti A, E , C si faccia passare un piano, .il quale 
distaccherà dal tronco la piramide triangolare ABCE , che ha per 
base la base inferiore del tronco, e per vertice il punto E della base 
superiore. 

Per i punti 1), E, C si conduca un piano, il quale dividerà la pi- 
ramide quadrangolare EADEC in due piramidi triangolari. La pri- 
ma EDAC avendo per base il triangolo DAC e per vertice il punto 
E, sarà equiyalente alla piramide DACB, che ha la stessa base , e 
la stessa altezza, essendo i vertici E, B situati nella retta EB paral- 
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tela al piano DAG. Ma la piramide DACB può considerarsi come 
se avesse per base il triangolo ABC , e per vertice il punto D , 
dunque si ha la seconda piramide. 

Rimane ora a considerare la piramide EDFC, la quale è equiva- 
lente alla piramide AEFC, poiché hanno la slessa base ECF, e la 
stessa altezza , essendo i vertici D, A situali nella retta DA paral- 
lela al piano ECF. Ma la piramide AEFC può considerarsi come 
se avesse per base il triangolo ACF, e per vertice il punto E, e 
perciò è equivalente alla piramide ACFB, che ha la stessa base e 
la stessa altezza, dunque la piramide ECFD è equivalente alla pi- 
ramide ACFB, la quale sarà la terza piramide riehiesia, perchè si 
può considerare come se avesse per base il triangolo ABC ; e per 
vertice il punto F. 

161 . Corollario. Dal teorema precedente s’ inferisce che 

Il prisma triangolare troncato ha per misura il prodotto della 
tua base pel terzo della somma delle tve perpendieolari abbas- 
sate su questa base dai vertici opposti. 

162. Scolio. Quando si ha un tronco di prisma triangolare retto, 
le perpendicolari abbassate dai vertici , D, E, F sulla base ABC si 
confondono cogli spigoli DA, EB, FC ; e però ne consegue che 

Il tronco di prisma triangolare retto ha per misura il prodotto 
della base pel terzo della somma dei suoi tre spigoli laterali. 

rito posizione lxvii — teorema. 

163. Oqni poliedro si può trasformare in una piramide equi- 
valente ( fig. 31 ). 

Dim. Potendosi ogni poliedro decomporre in piramidi ( n° I f 1 ), 
il suo volume risulterà dalla somma delle piramidi parziali, le quali 
in generale avranno diverse altezze. Cosi, abbiam veduto ( n° 1 IO ) 
che se si prenda un punto 0 nell’ interno di un parallelepipedo AG, 
le rette tirate da quel punto a tutt’ i vertici del poliedro , lo divido- 
no in sei piramidi quodrangolari, che hanno per vertice comune il 
punto 0 , e per basi le facce del poliedro medesimo. Quindi le al- 
tezze delle piramidi saranno le perpendicolari abbassate da quel 
vertice sopra ciascuna faccia. Or se si chiami-L 1 altezza della pira- 
mide ABFEO , non sarà difficile vedere che ciascuna delle cinque 
piramidi rimanenti potrà esser trasformata in una piramide equiva- 
lente, che abbia per altezza 1’ altezza L della piramide ABt EO; pe- 
rocché ( n° 156 ) si è dimostrato che due piramidi sono equivalenti, 
allorché hanno le basi in ragione reciproca delle altezze. Se per e- 
sempio, si chiami R. 1’ altezza della piramide CD11GO, questa si po- 
trà trasformare in un’ altra equivalente, che abbia 1 altezza L , ed 
una base M, che sarà determinata dalla proporzione 

L: K :: CDHG : M. 

Similmente si potranno determinare le basi N, 1\ Q, R delle pira- 
midi, che hanno la comune altezza L, e sono equivalenti alle qual- 
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Irò restanti piramidi del parallelepipedo AG. Se dunque li costrui- 
sce una piramide, che abbia L per altezza, e per base un poligono 
S, equivalente alla somma de’ poligoni ABFE, M, N. P, Q, R, essa 
sarà equivalente ai parallelepido ÀG. La costruzione del poligono 
S si esegue facilmente riducendo prima quei poligoni ad altrettanti 
quadrati ; e però il parallelepipedo AG si può trasformare in uua 
piramide equivalente. Ma è manifesto che la stessa costruzione può 
applicarsi ad un poliedro qualunque, dunque il teorema proposto è 
dimostralo. 

164. Scolio. Si può facilmente vedere che a due piramidi si pos- 
sono sempre sostituire due parallelepidi rettangoli ad esse rispettiva- 
mente equivalenti. Infatti, si può sempre costruire nn parallelogram- 
mo rettangolo equivalente al poligono, che forma la base di una 
delle due piramidi; ed in tal guisa si ha la base di uno de’ due pa- 
rallelepipedi: l’altezza sarà la terza parte dell’altezza della piramide 
medesima. Quindi se si sapesse trovare in linee il rapporto di due 
parallelepipedi rettaogoli , si potrebbe ridurre il rapporto di due 
poliedri qualunque al semplice rapporto di due linee, come nella geo- 
metria piana si è fatto per due poligoni qualunque. Questo risulla- 
menlo è della più grande importanza, c fa conoscere la poteoza (fel- 
la geometria; dappoiché il rapporto di due linee si può sempre asse- 
gnare in numeri, sia esattamente , sia con quella approssimaz onc 
che si vuole; per conseguenza la riduzione del rapporto delle figuro 
piane e solide a quello di due linee non solamente è per se stesso 
un mirabile concepimento geometrico ; ma fa vedere ancora la pos- 
sibilità di applicare alla pratica le speculazioni delia geometria. l'er 
queste ragioni ci occuperemo nella proposizione seguente del rap- 
porto in linee di due parallelepipedi rettangoli. 

PROPOSIZIONE LXVIII — TEOREMA. 

1 65 . Il rapporto di due parallelepipedi rettangoli si può sem- 
pre esibire in linee ( fig. 33 ). 

Si 

Dim Siano AB, AD, AC le dimensioni di un parallelepipedo 
rettangolo BM, ed ab, ad , ac quelle di un altro parallelepipedo 
rettangolo bm. 

Si trovi una quarta proposizionale X in ordine alle tre linee ab, 
AB, AD, ed una quarta proporzionale Y in ordine allo tre linee AC, 
ad, ac. Dico che le due linee X, Y stanno fra loro come i due pa- 
rallelepipedi BM , bm. 

Infatti, essendo per costruzione 

ab: AB AD: X, 

sarà ABxAD=«£xX. Moltiplicando dall’una e dall’altra parte 
per AC, sarà ABxADxAC=ACXa^xX. 

Similmente essendo per costrnzionc 

AC: ad ; ; ac: Y, 

sarà fl(fcXac=ACxY, e moltiplicando questi due prodotti eguali 
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per ab, risulterà abXadXac—\ Cx«iXY . Quindi i due paral- 
lelepipedi proposti BMj e bm staranno fra loro come i due prodotti 
AC><odxX, ACx«£xY, ovvero come X a Y, poiché ÀC Xab 
è un fattore comune all’antecedente ed al conscguente; e però il 
teorema è dimostrato. 

CAPITOLO IV. 

DEI POLIEDRI SIMILI. 

166. Dato un poliedro qualunque, è evidente che si può sempre 
concepire un altro poliedro , il quale sotto diversa estensione ab- 
bia la medesima figura. Questi due solidi saranno allora composti 
di un medesimo numero di facce simili e similmente disposte, ed 
avranno gli angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno , come pure 
gli angoli solidi , ed in fine saranno nc’due poliedri proporzionali 
tutti gli spigoli omologhi , vale a dire quelli che onderebbero nella 
stessa direzione quando si soprappoucsse uu angolo solido di un 
poliedro al suo uguale nel poliedro simile. 

167. Or siccome per determinare un poliedro non è necessario 
conoscere tutle le parli che lo compongono , così pure non è neces- 
sario verificare tutti i caratteri di simigliauza sopraccennali per 
concludere che due poliedri sono simili. Quindi si possono definire 
i poliedri simili nel modo qui appresso, 

168. Definizione. Due poliedri si dicono simili quando hanno 
tutte le loro facce simili, similmente disposte , e gli angoli solidi 
formati dalle facce omologhe rispettivamente uguali. (*) 

PROPOSlziOME LX1X TEOIiJSMJ. 

169. Se si taglia una piramide con un piano parallelo alla 
base, la piramide parziale sarà simile alla piramide intera (fig 28) 

Dim. Sia la piramide SABCD tagliata da un piano abed paralle- 
lo alla base, dico . che la piramide Sabcd è simile a SABCD. Infatti, 
tutte le facce dell’ una sono simili alle facce dell’ altra ; e però gli 
spigoli omologhi sono proporzionali , egli angoli piani degli angoli 
solidi omologhi sono uguali ciascuno a ciascuno. Inoltre è evidente 
che gli angoli diedri omologhi sono uguali; dunque saranno ancora 
uguali gli angoli solidi omologhi ( n. 80); e per conseguenza le. 
due piramidi sono simili. 


(*) Qualche restauratore di Euclide ha trovato a ridire su questa definizio- 
ne do’ poliedri simili , dovuta al celebre geometra Hoberlo Simson. Ma 
essa è stata giudicata esatta dai Matematici , e non può mai dar luogo a ve- 
runo equivoco , se si terranno presenti le considerazioni , che precedono la 
definizione medesima. 
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PROPOSIZIONE LXX — TEOREMA. 

170. Due piramidi triangolari sono simili quando hanno gli an- 
golidiedri uguali ciascuno a ciascuno e similmente situati (fig.40) 

Dim. Siano SABC , c saie due piramidi triangolari che abbiano 
i loro angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno e similmente situati : 
gli angoli triedri S , c s avendo i loro angoli diedri uguali ciascu- 
no a ciascuno e similmente disposti, sono uguali fra loro ( n. 77 ), 
e per conseguenza hanno gli angoli piani uguali - Lo stesso si può 
dimostrare per gli angoli triedri À , ed a , come pure per gli angoli 
triedri B , e b. Quindi i due triangoli ASB, ed asb sono equiangoli, 
e perciò simili. Nello stesso modo si dimostra la simigliarne delle 
altre facce delle due piramidi triangolari , dunque queste piramidi 
sono simili. 


PROPOSIZIONE XXXI TEOREMA. 

171. Due piramidi triangolari sono simili quando hanno una 
faccia simile adiacente a tre angoli diedri uguali ciascuno a cia- 
scuno ( fig. 40 ) 

Dim. Nelle piramidi triangolari SABC, saie siano ABC , abe le 
due facce simili , gli angoli triedri A ed a saranno uguali, perchè 
hanno un angolo piano uguale adiacente a due angoli diedri uguali 
ciascuno a ciascuno e similmente disposti (n. 79 ) ; per conseguen- 
za saranno uguali gli angoli diedri SA , sa ; e nello stesso modo si 
dimostrerà I’ uguaglianza degli altri angoli diedri. Dunque (n. 176) 
le due piramidi triangolari sono simili. 

PROPOSIZIONE LXXII — TEOREMA 

1 72. Due piramidi triangolari sono simili quando hanno un an- 
golo diedro uguale compreso fra due facce rispettivamente simili 
e similmente disposte ( fig. 40 ). 

Dim. Sia 1’ angolo diedro SA uguale all'angolo diedro sa. e le 
facce SAB, SAC clic comprendono il primo sieno rispettivamente 
simili alle facce sab, sac che comprendono il secondo ; gli angoli 
triedri S, s risultano uguali, perchè hanno un angolo diedro uguale 
compreso fra due angoli piani uguali ciascuno a ciascnuo (n. 78 ) ; 
per conseguenza seno uguali gli angoli diedri SB, e sb. Parimente 
gli angoli triedri A, ed a saranno uguali , perchè hanno un angolo 
diedro uguale compreso fra due angoli piani uguali ciascuno a cia- 
scuno e simiiineule disposti; perciò saranno uguali gli angoli die- 
dri , AB , ed ab. 

Quindi le due piramidi triangolari proposte hanno le facce simili 
ASB , asb adiacenti a Ire angoli diedri rispettivamente uguali e si- 
milmente situali . e però sono simili ( n. 171 ). 
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PROPOSIZIONE UIIII TEOREMA 

173. Due piramidi triangolari sono simili quando hanno tre fac- 
ce simili ciascuna a ciascuna e similmente disposte ( fig. 40 ). 

Dim. Siano le facce ASB, ASC , BSC rispettivamente simili alle 
facce asb , asc, òse e similmente disposte Gli angoli triedri S, e s 
saranno uguali , poiché hanno i loro tre angoli piani uguali ciascu- 
no a ciascuno e similmente situati ; e per conseguenza risultano u- 
guali gli angoli diedri SA , sa; e le due piramidi proposte saranno 
simili in >irtù del teorema precedente. 

PROPOSIZIONE LXXIV TEOREMA 

174. Due piramidi triangolari simili hanno i loro spigoli omolo- 
ghi proporzionali alle altezze ( fig. 40 ) 

Dim. S inno SABC, saie due piramidi triangolari simili. Facendo 
coincidere I’ angolo triedro s col suo uguale S , la piramide sabe 
verrà rappresentala dalla piramide SEDF. La retta ED sarà pa- 
rallela ad AB, perché 1’ angolo SEI) = SAB; c per la stessa ragio- 
ne la retta DF sarà parallela a BC. Quindi il piano F.DF sarà pa- 
ralleli al piano ABC ( n. l\H ). Or se dal punto S si abbassi In per- 
pendicolare sopra uno di questi piani, essa sarà ancora perpendico- 
lare all’altro. Siano SO, SG le altezze delle due piramidi prese so- 
pra questa perpendicolare, in virtù dei piani paralleli EDF, ABC, 
si avrà ( n. 100 ) , 

SA :SE :: SO :SG. 

per conseguenza le altezze sodo proporzionali agli spigoli omologhi 

PROPOSIZIONE LXXV TEOREMA. 

175. Due poliedri simili sono composti di un medesimo numero 
di piramidi triangolari simili rispettivamente e similmente dispo- 
ste ( fig. 32. ) 

Dim. Siano SAB , ABCD , CDE tre facce consecutive del primo 
poliedro, e sab abed , ede le Ire facce omologhe del socondo. Sup- 
poniamo che i due poliedri siano decomposti in piramidi aventi per 
vertici i punti omologhi S , s , e per basi le facce dei poliedri mede- 
simi ; supponiamo inoltre che queste piramidi siano divise in pira- 
midi triangolari aventi per vertici gli stessi punti S , s e si tirino 
le diagonali SC , SD , SE , se , sd , se, come pure le rette AC, ac. 

Le due facce ABCD , abed essendo simili per ipotesi saranno an- 
cora simili i triangoli ABC , abc. 

Da un’ altra parte sono uguali gli angoli diedri CBAS, ebas, poi- 
ché essendo simili i poliedri sono uguali gli angoli solidi omologhi , 
dunque le due piramidi triangolari SABC , sabe hanno un angolo 
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diedro uguale compreso fra due facce simili rispettivamente e si- 
milmente disposte , perciò saranno simili. Dal che si deduce la simi- 
glianza delle Tacca omologhe ASC, asc, e l’uguaglianza degli angoli 
diedri SABC , saie. Gli angoli diedri SACD , sacci saranno ancora 
uguali , perchè sono supplementi dei precedenti. Di più, i triangoli 
ADC. adc sono simili , dunque le due piramidi triangolari SACD , 
sacd hanno un angolo diedro uguale compreso fra due facce simili 
ciascuna a ciascuna e similmente disposte ; e però queste piramidi 
sono simili. Da ciò si conclude la simiglianza delle facce omolo- 
ghe DSC, dsc, e l'uguaglianza degli angoli diedri SDCA, sdea. 
Or essendo simili i poliedri, gli angoli diedri omologhi EDCA, edea 
sono uguali, perchè sono uguali gli angoli solidi omologhi- Se dun- 
que da questi ultimi angoli diedri si tolgono iprecedenti, i rimanen- 
ti angoli diedri SCDE , sede saranno uguali. Ma i triangoli DCE , 
dee sono simili ( e lo sarebbero ancora se in luogo di essere facce 
omologhe dei due poliedri , facessero semplicemente parte di due 
facce omologhe ) ; dunque le due piramidi triangolari SCDE , sede 
hanno un angolo diedro uguale compreso fra due facce simili rispet- 
tivamente e similmente disposte, e perciò sono simili 

Continuando nello stesso modo, si potrà dimostrare progressiva- 
mente la simiglianza di tutte le piramidi triangolari che compongo- 
no i due poliedri proposti. 

Proposizione txxvi — teoremi. 

176. Nei poliedri simili gli spigoli omologhi , le diagonali omo- 
loghe delle facce omologhe , e le diagonali interne omologhe sono 
proporzionali ( fig. 32 ). 

Dim. Infatti , 1° dalla simiglianza delle facce omologhe dei due 
poliedri si deducano le proporzioni. 

SA: sa: : AB: ai:: CD: cd:: DE: de , ec. e però gli spigoli omo- 
loghi sono proporzionali. 

2. ° Si considerino due diagonali omologhe, per esempio, AC, ac 
di due facce omologhe ABCD , abed , è manifesto che le diagonali 
accennate sono proporzionali agli spigoli omologhi AB, ai. Parimen- 
te le diagonali omologhe di due altre facce omologhe sono propor- 
zionali a due spigoli omologhi ; ma lutti gli spigoli omologhi 'sono 
proporzionali , dunque le diagonali omologhe delle facce omologhe 
sono proporzionali. 

3. ° Finalmente, se si considerano due diagonali omologhe interne 
per esempio, SE, se, queste saranno proporzionali agli spigoli omo- 
loghi CD, cd, in virtù della simiglianza delle piramidi SCDE , sede 
dunque le diagonali iuterne omologhe sono proporzionali. 

PROPOSIZIONE LXIV11 TEOREM J. 

177. Le superficie dei poliedri simili slannofra loro cotne « qua- 
drati degli spigoli omologhi ( fig. 32 ). 
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Ditti. Lo aje dei poligoni simili stanno fra loro come i quadrati 
dei lati omologhi, dunque sarà la faccia SAB alla faccia sai come il 
quadrato di AB al quadrato di ai. Parimente sarà la faccia ABCD 
alla faccia aicd come il quadrato di AB al quadrato di ai , e la fac- 
cia DCE alla faccia dee, come il quadrato di DC al quadrato di de. 
Ma tulli gli spigoli omologhi dei poliedri simili souo proporzionali, 
e porci sono proprorziouali anche i loro quadrati; dunque sarà la 
face a ASB alla jfaccia ani come la faccia ABCD ad aicd , c come 
DCE a dee , ecc. 

Quindi la somma di tutte le facce del primo poliedro sarà alla som- 
ma di tutte le facce del secondo come una faccia qualunquedcll’uno 
sta alla faccia omologa dell’altro, ovvero come il quadralo di uno 
spigolo del primo sta al quadralo di ulto spigolo omologo del secon- 
do. Dunque le superficie dei poliedri simili stanno fra loro come i 
quadrali degli spigoli omologhi. 

PROPOSIZIONE LXXVlll TEOREMA. 

178. I poliedri simili stanno fra loro comò i cuii degli spigoli 
omologhi ( fig. 40 ). 

Dim. Si considerino in primo luogo le due piramidi 'triangolari 
simili SABC, saie. Or due piramidi stanno fra loro in ragion com- 
posta dalla ragione delle basi ABC, aie. e dalla ragione delle altez- 
ze SO, so. Ma le basi essendo simili stanno fra loro come i qua- 
drati de’ lati omologhi , e questi lati souo proporzionali alle altezze 
( n. 100 ), dunque le due piramidi sono in ragion triplicata de’ lati 
omologhi, ovvero cornei cubi di questi lati. 

Ciò premesso, passiamo a considerare due poliedri simdi qualun- 
que ( lìg. 32 ), che si potranno concepire divisi in un medesunouu- 
mero di piramidi triangolari simili rispettivamente e similmente di- 
sposte. Ciascuna delie piramidi del primo poliedro , per esempio ; 
SABC starà alla sua omologa saie nell’ altro, come il cubo di uno 
dei suoi spigoli AB sta al cubo dello spigolo omologo ai dall’ altra 
piramide, ma tutti questi spigoli sono nei due poliedri nel medesimo 
rapporto, poiché sono necessariamente o gli spigoli omologhi dei 
poliedri proposti, o le diagonali omologhe delle biro facce omologhe, 
o infine le diagonali omologhe interne, per conseguenza i loro cubi 
formeranno una serie di rapporti uguali , e questi rapporti essendo 
uguali a quelli delle piramidi , si concluderà che questi ultimi rap- 
porti sono uguali fra loro. Laonde la somma delle piramidi costi- 
tuenti il primo poliedro starà alla somma delle piramidi costituenti 
il secondo , come una qualunque piramide SABC dell’ uno sta alla 
corrispondente piramide saie dell’ altro , ovvero come il cubo di 
uno spigolo omologho del primo poliedro sta al cubo dello spigolo 
omologo del secondo. Mettendo in luogo delle piramidi i poliedri da 
essc'composti , ne risulterà che i poliedri simili stanno Ira loto co- 
me i cubi d«i lati omologhi. 1 
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CAPITOLO Y. 

MI POUIDRI SIMMETRICI 

1 79. Per essere ugnali due piramidi triangolari non basta che 
abbiano le loro facce uguali ciascuna a ciascuna, ma si richiede an- 
cora che queste facce sieno disposte nello stesso ordine ; poiché se 
fossero disposte in ordine inverso non potrebbero affatto coincidere, 
stante la simmetria degli angoli solidi. Conviene adunque conside- 
rare le ligure solide, nella costituzione delle quali entrano gli ango- 
li solidi simmetrici. 

pRorosiziorsE lxxix — teoresi j. 

180. Se due piramidi triangolari , che hanno le facce rispet- 
tivamente eguali , ma disposte in ordine inverso, suno situate in 
modo che due facce eguali coincidano , il piano della faccia co- 
mune sarà perpendicolare alta retta congiungcnte i vertici op- 
posti, e la dividerà in due parli eguali (lig. 41 ). 

Dim Siano SABC, e S'ABC le due piramidi triangolari proposte: 
sia 0 il punto di mezzo della retta SS' che unisce i vertici opposti 
alla base comune ABC; si conducano le rette AO, BO, CO. Essen- 
do AS=AS', il triangolo SAS' sarà isoscele, e per conseguenza la 
retta AO è perpendicolare alla retta SS'. Parimente essendo US = 
BS', e CS=CS', le rette BO, e CO sono perpendicolari a SS'. Du: - 
• que ( n° 13 ) le tre rette AO, BO, CO si trovano nel ‘piano che sa- 
rebbe prodotto dal rivolgimento dell’ angolo retto SÓC intorno al 
lato SO supposto immobile; ma que-to piano contiene i tre punti A, 
B, C; dunque esso è il piano della faccia comune ABC. 

181 .Scolio. Dalla proposizione precedente è derivato che due 
piramidi triangolari si dicono simmetriche q uà mio hanno le loro facce 
uguali ciascuna a ciascuna disposte in ordine inverso; dappoiché pos- 
sono essere situate simmetricamente rispetto a un medesimo piano 
cioè iu modo che i vertici degli angoli solidi omologhi sono situati 
a distanze uguali dal piano accennalo , sopra una medesima retta 
perpendicolare a questo piano. 

PROrOSUlONE LXXX TEORESI J. 

182. Due piramidi triangolari simmetriche hanno gli angoli 
diedri omologhi rispettivamente uguali , e gli angoli triedri omo- 
loghi simmetrici (lig. 42 ). 

Dim. Siano le due piramidi simmelriehe SABC , saie nelle quali 
sia la faccia SBA =.sha, SBC=#£e , SCA =sca , e CB\=cdr/. 

Essendo uguali le facce omologhe , gli angoli piani omologhi di 
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queste facce saranno rispettivamente uguali ; c gli angoli triedri o- 
mnloghi saranno composti di angoli piani rispettivamente uguali ; 
per conseguenza ( n° 70 ) l’ angolo diedro di due facce contigue qua- 
lunque in una delle piramidi proposte sarà uguale all’angolo diedro 
delle facce omologhe nell'altra : ina queste facce sono disposte in or- 
dine inverso, dunque gli angoli solidi omologhi saranno simmetrici. 

PROPOSIZIONE I.XIIl TEOREMA. 

183. Una piramide triangolare non può avere che una sola 
simmetrica (fig. 42). 

Dim. Infatti . se si voglia formare una piramide simmetrica alla 
piramide SABC , vi dovrà essere sempre un angolo triedro formato 
da tre angoli piani BSA , BSC , ASC disposti in ordine inverso a 
quello, in cui sono disposti nella piramide SABC. Or si è dimostra- 
to ( n° 76 ) che questi tre angoli non si possono disporre che in due 
soli modi diversi, dunque le tre facce BSA , BSC , ASC non si pos- 
sono disporre che in due soli modi differenti: ma quando queste fac- 
ce si saranno riunite in un punto per formare I’ angolo simmetrico 
all angolo S , la quarta faccia trovasi determinata, dunque non può 
esservi che una sola piram : desac6 simmetrica alla piramide SABC. 

184. Scolio. Le proposizioni dimostrate nei paragrafi 1 13, 115 , 

1 1 G , e 117 si verificano ancora quaudo gli elementi rispettivamen- 
te eguali nelle due piramidi , si sono in esse inversamente disposti , 
solamente in vece di dire che le piramidi sono uguali , si dirà che 
sono simmetriche ; e cosi si avranno diversi criterj per giudicare 
della simmetria delle piramidi triangolari. Iofatti, se si suppone co- 
strutta una piramide , simmetrica ad una delle due piramidi propo- 
ste , essa in viriù delle proposizioni sopraccennate dovrà risultare 
ugnale all’ altra piramide proposta; e però le due piramidi proposte 
saranno simmetriche fra loro. 

PROPOSIZIONE LXIXII TEOREMA. 

1 85. Se da lutti i vertici di un poliedro , decomposto in pi- 
ramidi triangolari , si abbassino delle rette perpendicolari ad 
un medesimo piano , e si prolunghino al di là di questo piano 
di quantità uguali ad esse medesime, le estremità di queste perpen - 
dicolari saranno i vertici di un nuovo poliedro, che potrà essere 
decomposto in un medesimo numero di piramidi triangolari sim- 
metriche a quelle del primo ed inversamente disposte ( fig. 43). 

Dim. Sia S il vrrtice di tutte le piramidi costituenti il poliedro 
proposto ; A , B , C , D , ccc. dinotino differenti vertici del polie- 
dro medesimo ; ed s, a, b, c, d, cec. i punti corrispondenti del se- 
condo poliedro determinali nel modo sopraccennalo. Finalmente sia- 
no M e N , i punti di mezzj delle rette Ss , c B b , vale a dire i 
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piedi di que<te perpendicolari nel piano PQ , su cui sono state ab- 
bassate. 

Le rette Ss , e Bà , essendo perpendicolari a un medesimo piano 
PQ , sono parallele fra loro . c per conseguenza sono situate in un 
medesimo piano; inoltre sono perpendicolari alla reita MIN che uni- 
sce i loro piedi nel piano PQ; perciò immaginando clic il trapezio 
bs MN giri intorno alla retta MN, e<so potrà combaciare col trape- 
zio BSMN, c però si avrà SB=sà. Nello stesso modo si dimostrerà 
clic SA = sa , SC=*e, AB = «A, BC = àe ; c per conseguenza lo 
due piramidi triangolari SABC , subc, avranno le facce uguali cia- 
scuna a ciascuna ; ma queste sono inversamente disposte , dunque 
le piramidi accennale sono simmetriche fra loro. Similmente si po- 
trà dimostrare che le piramidi triangolari SACD, sacd sono simme- 
triche , e così di seguito. Dunque i due poliedri sono composti di 
un medesimo numero di piramidi triangolari simtneiriche rispettiva 
mente; e da un' altra parte è manifes'o che queste piramidi si tro- 
vauo inversamente disposte nei due poliedri, infatti pur veder c o 
chiaramente basta osservare la fìg. 44, dove i due poliedri sono si- 
tuati I' uno accanto all' altro. 

PROPOSIZIONE LXXX1II — TEOREMA. 

186. Reciprocamente, due poliedri composti di un medesimo 
numero di piramidi triangolari simmetriche inversamente dispo- 
ste , possono essere situali in modo che le rette , le quali uni- 
scono i vertici omologhi sieno divise in due parti uguali da un 
medesimo piano perpendicolare a tutte queste rette { lìg. 44). 

Dim. Sieno S, s i due poliedri proposti. Da tutti i vertici del po- 
liedro S si abbassino delle perpendicolari sopra uu piano qualunque, 
le quali si prolunghino al ili sotto di questo piano di quantità ugua- 
li ad esse medesime , si formerà uu nuovo poliedro, che chiamere- 
mo S f . I poliedri S e S' in virtù della proposizione precedente saran- 
no composti di un medesimo numero di piramidi triango’ari simme- 
triche inversamente disposte. Ma i due poliedri proposti S , * sono 
anch’ essi per supposizione composti di un medesimo numero di pi- 
ramidi triangolari simmetriche inversamente disposte, e da un’ altra 
parte una piramide triangolare non può aver che una sola simme- 
trica ( u° 188 ), dunque i poliedri s, e S' sono composti di un me- 
desimo numero di piramidi triangolari uguali ciascuna a ciascuna , 
c similmente disposte; e per conseguenza questi poliedri sono ugua- 
li fra loro ( u° 122 ). 

Da ciò si deduce cne il poliedro s può esser soprapposlo al poliedro 
S', cd in questa situazione del poliedro s rispetto a S, il piano sopra 
nominalo div din iu due parti uguali tutte le rette che uniscono i 
loro vertici omologhi, c sarà perpendicolare a queste medesime rette. 

187. Seolio 1. Dalla proposizione precedente è derivato che due 
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jxdiedri son delti simmetrici fra loro quando st possono decompor- 
re in un medesimo numero di piramidi triangolari simmetriche ed 
inversamente disposte; dappoiché possono sempre essere situali sim- 
meiriearnen'e rispetto a un medesimo piano. Quindi il Legendre. 
che fu primo a parlare dei poliedri simmetrici-, non li conside- 
ra se non relativamente alla posizione che possono avere rispet- 
to ad un medesimo piano. 

Infatti definisce i poliedri simmetrici dicendo esser quelli che 
avendo una base comune, sono costrutti similmente 1' uno al di 
sopra dei piano di questa base , I' altro al di sotto , con questa 
condizione che i veriici degli angoli solidi omologhi siauo situali 
ad eguali disianze dal piano della base, sopra una medesima ret- 
ta perpendicolare a questo piano. « 

Partendo da quesia definizione il lodalo geometra ha dato al- 
cune proposizioni intorno ai poliedri simmetrici . ma sembra con 
tale procedimento rimanga nascosto il cammino da esso seguito 
per arrivare ad una si bella scoperta. 

188. Scolio. II. La proposizione precedenle prova che un po- 
liedro non può avere che un solo simmetrico , e la proposizio- 
ne ( n° 185) offre il mezzo di costruire un poliedro simmetrico 
ad un poliedro dato. 

PROPOSIZIONE I.XXXIV TEOREMA. 

189 - Due poliedri simmetrici hanno le facce omologhe rispet- 
tivamente uguali , gli angoli diedri omologhi essi pure rispetti- 
vamente uguali , e gli angoli solidi omologhi simmetrici ( fig. 44 ). 

Dim Sieno SABC , SACR , ecc , le piramidi costituenti uno 
dei poliedri proposti , e saie , sacd , ecc. le piramidi omologhe 
costitqenii l’altro poliedro. 

1° E manifesto che le facce omologhe dei due poliedri sono 
composte di facce omologhe ed uguali delle piramidi costiluenli, 
c per conseguenza le facce omologhe dei due poliedri simmetrici 
sono uguali. ' 

2° Due angoli diedri omologhi dei due poliedri sono angoli 
diedri omologhi, come AH ab delle piramidi costituenti : o so- 
no composti di un medesimo numero di angoli diedri omologhi 
delle piramidi medesime, come avviene per gli angoli diedri o- 
mologhi LA . ca . clic sono composti degli angoli diedri SCAB, 
SCAD , scab, scad. In ambedue i casi gli angoli diedri omolo- 
ghi dei due poliedri saranno uguali. 

3° Finalmente gli angoli solidi omologhi dei due poliedri so- 
no composti degli angoli triedri omologhi delle piramidi costitu- 
enti , pome può vedersi negli angoli solidi. A, ed «, che sono 
composti degli angoli triedri ASBC, ASCI) , asbe , ascd omolo- 
ghi , e disposti in ordine inverso, perchè queste stesse pirami- 
di sono disposte inversamente nei due poliedri. Ma gli angoli 
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triedri accennali sono simmetrici , dunque lo saranno ancora so- 
lidi omologhi dei due poliedri. 

l’ROPOiiztorvE lxixv — rsonr.n*, 

1 90. Due poliedri sotto simmetrici quando hanno le facce ri- 
spettivamente uguali , disposte in ordine inverso . e gli angoli 
dtedri omologhi essi pure rispettivamente uguali (fig. 44). 

Dim. Siano S, s i due poliedri proposti , e supponiamo ohe 
siasi costnillo un terzo pi diedro Simmetrico al poliedro S; es- 
so avrà io questo poliedro (n, 199) gli angoli diedri omologhi 
eguali, e le facce omologhe eguali ed ( iuversainenle disposte. Per 
conseguenza i poliedri S' T s, avranno gli angoli diedri rispettiva- 
mente eguali , e le facce omologhe eguali e similmente disposte, 
e pere è saranno eguali (il. 124 ). È poiché i poliedri S, S' so- 
no simmetrici , lo saranno pure i poliedri proposti S , *. 

PROPOSIZIONE LXXXVI — TBORB1UJ-. 

191. Due prismi sono simmetrici quando hanno un angolo so- 
lido simmetrico compreso fra facce omologhe uguali ciascuna a 
ciascuna ( lig. 29 ). 

Dim. Supponiamo elio nei duo prismi CF, cf sia 1* angolo 
triedro A simmetrico all’ nng do triedro a , la faccia ABD = 
al/d, AIi== ug , ed \(i~ai. Se si costruisce un terzo prisma, 
«he chiameremo CF 1 -, simmetrico al prisma Cf, questi due pri- 
smi avranno le facce omologhe rispettivamente uguali , e gli an- 
goli solidi omologhi simmetrici fra loro (n“18S). Dunque i due 
prismi C'F 1 , e cf avranno un angolo solido uguale compreso tra 
farce respettìvamente uguali; perciò saranno ugnali (n. 119), 
ed essendo simmetrici i prismi CF , C'F', lo saranno pure i pri- 
smi proposti CF , cf. 

ROPOSIZIONK LUI' li — TBORSIUJ-. 

192. Il piano che passa per le diagonali corrisj/ondenti di 
due facce opposte di un purallelepido , lo divide in due prismi 
triangolari simmetrici fra loro ( fig. 30 ). 

Dim. Infatti i due prismi triangolari ABDEFH. BCDFGE hanno 
le facce AE , CF uguali come iacee- opposte del parallelepipedo; 
hanno pure le facce uguali I)H, CE per la stessa ragione, ed è poi H 
triangolo ABD uguale al triangolo EGF , dunque i due prismi 
accennati hanno gli angoli solidi A, e G compresi tra Tacce omolo- 
ghe rispettivamente uguali; ma questi angoli solidi sono simmetrici 
( »° 107 ) , dunqua ( n° 191 ) i due prismi sono simmetria fra loro 
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193. Due poliedri simmetrici sono equivalenti fra loro (fig. 41). 

Dim. Infatti , l.° Due piramidi triangolari simmetriche SABC, e 
S'ABC sono equivalenti , poiché hanno una medesima base ABC ed 
uguali altezze SO , S'O. 

2.° Due poliedri simmetrici sono composti di un medesimo nume- 
ro di piramidi triangolari simmetriche , dunque essendo equivalenti 
le piramidi accennate , saranno pure equivalenti i poliedri simme- 
trici. 

194. Scolio. Apparisce dal teorema precedente ©ho i poliedri sim- 
metrici costituiscono un genere intermedio fra i poliedri ugnali, ed 
i pol edri equivalenti; il che non avviene nelle figure piane rettili- 
nee, dove fra l’ uguaglianza e l’equivalenza di queste figure non esiste 
alcuno stato interludio. Una siffatta dottrina fu totalmente ignota 
agli antichi geometri , i quali perciò hanno a noi tramandata una 
teorica imperfetta dei poliedri. 

CAPITOLO VI. 

DEI POLIEDRI regolari. 

195. Un poliedro dicesi regolare quando tutte le facce sono poli- 
goni regolari , uguali , c tutti i suoi angoli solidi sono pure uguali 
fra loro, 

196. Or il più semplice di lutti i poligoni regolari è il triangolo 
equilatero , di cui ciascun angolo equivale a duo terzi di un angolo 
retto : se dunque si riunissero più triangoli equilateri per formare 
un angolo solido , non se ne potrebbero adoperare che tre, quattro, 
o cinque; dappoiché sci dei loro angoli piani riuniti equivalgono a 
sei volte due terzi di un angolo retto, ovvero a quattro angoli retti, 
e perciò non possono formare un angolo soli !o (n. 61). Con più ra- 
gione non se ne potrebbero prendere più di sei. Laonde non posso- 
no esistere che tre specie di poliedri regolari con facce triangolari. 

197. Dopo il triangolo equilatero viene il quadrato, di cui ciascun 
angolo è retto. Se dunque si prendano più quadrati per formare un 
angolo solido, non se ne potranno adoperare che tre, c per conse- 
guenza non può esistere die un solo poliedro con facce quadrate. 

198. Quanto al pentagono regolare, ciascuno dei suoi angoli c- 
quivale a sei quinti di un angolo retto, onde non si potrebbero ado- 
perare più di tre degli angoli accennati per formare un angolo so- 
lido. Quindi un solo poliedro regolare può esistere con facce penta- 
gonali. 

199. L’angolo di un esagono regolare vale quattro terzi di un 
angolo retto, tre dei quali fanno quattro retti; e perciò non possono 
formare un angolo solido. Dunque non può esistere nessun poliedro 
regolare con facce esagonali. Similmente non può esistere alcuu po- 
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liedro con facce ettagonali, ottagonali, ecc. , pcroiiè ciascun angolo 
dell'eltagnno regolare , dcH’ollaguno regolare, c di tutti gli altri po- 
ligoni regolari di maggior numero di lati è maggiore di quello del- 
I esagono regolare. 

200 Dalle cose precedenti si deduce che possono esistere soltanto 
cinque poliedri regolari , e sono. 

1 . Il tetraedro regolare , o piramide triangolare regolare , for- 
mata da quattro triangoli equilateri uguali. 

2. L’ esaedro regolare , o cubo , formato da sei quadrati uguali. 

3 L ottaedro regolare , formato da otto triangoli equilateri u~ 

guali. 

4. Il dodecaedro regolare , formato da dodici pentagoni regolari 
uguali. 

5. L’ icosaedro regolare, formato da venti triangoli equilateri u- 
guali. 

201. I geometri si sono occupali a dure le costruzioni di questi 
poliedri ; ma siccome non si parla di essi negli elementi, cosi rimet- 
tiamo chi volesse conoscerle al Lib. XIII degli Elementi di Euclide, 
alla Geometria Solida del Caravelli , ad una Appendice di quella del 
Lcgendre, ecc. Qui ci limiteremo ad osservare che gli antichi geo- 
metri davano specialmente il nome di tetraedro , esaedro , ottaedro 
dodecaedro , icosaedro ai cinque poliedri regolari , perchè non si 
sono occupati dei poliedri in generale , ma delle piramidi , dei pri- 
smi , e de’ poliedri regolari. 

CAPITOLO VII. 

BELLA misura delie superficie be’ poliedri. 

202. La superlìcie di un poliedro qualunque essendo comp. sla 
di poligoni, clic si sanno misurare , si avrà la misura della superfi- 
cie totale di esso poliedro con fare la somma delle uje di tutte le 
sue facce. Quindi ci limiteremo a dare in questo luogo la misura 
della superficie laterale o convessa di un prisma , e quella della pi- 
ramide regolare; non solo perchè siffatte misure possono ammette- 
re una enunciazione particolare , ma anche perchè si dovrà Carne uso 
in appresso. 


PtiOPOSIZlO.IE LXXXIX — TEOREMA 

203. La superficie laterale o convessa di un prisma qualunque 
ka per misura il prodotto di uno de' suoi spigoli laterali per lo pe- 
rimetro di una sezione perpendicolare a questo spigolo (fig. 29). 

Dim. Infatti , essendo tutti gli spigoli dei prisma abek eguali e 
paralleli fra loro, si potranno considerare come basi de’ parallelo- 
grammi , che compongono la superfìcie laterale del prisma medesi- 
mo. Quindi se si taglia il prisma eoa un piano perpendicolare agli 
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sp : g<di , il perimetro della sezione sarò la somma delle alleile de’ 
parallelogrammi accennati. IVla ogni parallelogrammo Ita per mi- 
sura il prodotto della base per l’altezza, dunque il perimetro della 
sezione Imng moltiplicalo per uno degli spigali laterali del prisma 
sarà la misura della superficie laterale di questo prisma. 

204. CoroHario I. Quando il prisma è retlo , luti’ i suoi spigoli 
laterali sono perpendicolari alla base ; per conseguenza 

La superficie laterale o convessa di un prisma retto ha per mi- 
sura il prodotto del perimetro della base per /' altezza. 

205. Corollario 11. La superficie laterale di un .prisma qualun- 
que è equivalente a quella di un rettangolo , che avesse per base 
una linea ret'a eguale al perimetro della sezione Imnq , e per al- 
tezza uno degli spigoli laterali. 

206. Scolio. L manifesto clic se si volesse avere la misura della 
superficie totale di un prisma , basterebbe aggiungere le superficie 
delle due basi alla superfìcie laterale. 

pr.oposiziONB xc — rnoxBvj 

207. La superjìrie laterale o convessa della piramide regolare 
ha per misura il prodotto del perimetro delta sua base per la me- 
tà dell’ apotana ( fig. 49 ). 

Dim. Sia SO 1’ altezza della piramide regolare SABD. Essendo il 
punto 0 il centro del poligono regolare ABCDE ( n" 90 ) , le obli- 
que SA , SB, SC, ecc. saranno egualmente distanti dalla perpendi- 
colare SO ; e però saranno isosceli ed eguali i triangoli ASB , BSC, 
CSD, eec. . che compongono la superficie convessa della piramide 
regolare. Ma ciascuno di questi triangoli , come ASB , ha per mi- 
Mira il prodotto della sua base AB per la metà della sua altezza 
SH , che è l’apolema della piramide, dunque la superficie convessa 
di questa avrà per misura il prodotto del perimetro ABCDE della 
base per la metà dell’ apotema Sh. 

208. Scolio. 1. Si può ora vedere facilmente che se si taglia la 
piramide regolare SABD con un piano abee parallelo alla base , la 
superficie convessa del tronco di piramide regolare , che si compo- 
ne de' trapezj Ab. Bc. Cd, ecc. avrà per misura la porzione Hh del- 
l’npotemaSH moltiplicalo per la semi -somma de’ perimetri delle 
due basi del tronco piramidale. 

209. Scolio II. La piramide di cui è parola, è stata impropria- 
mente chiama la piramide regolare. 

Infatti , dal capitolo precedente si deduce che la piramide rego- 
lare propriamente detta è il tetraedro regolare. Or la piramide ac- 
cennata può rsser un tetraedro regolare , ma può essere ancora un 
solido assai diverso da questo , sia che abbia per base un triangolo 
equilatero . sia che abbia per base qualsivoglia altro poligono rego- 
lare. La piramide regolare non è che una specie di piramide retta ; 
denominazione da noi introdotta per conservare l'analogia fra la teo- 
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rica dalle piramidi e quella de’ prismi. La necessiti di una siffatta 
denominazione apparisce qui manifesta , perchè con essa sola si po- 
trebbe togliere dalla scienza I* equivoco che nasce dal chiamare pi- 
ramide regolare un poliedro che non è regolare , se non in un solo 
caso particolarissimo , mentre se si considerasse come una specie di 
piramide retta , svanirebbe ogni equivoco. 
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LIBP.O HI. 

DEI TRE CORPI ROTONDI, E DEI TRIANGOLI SPERICI 


CAPITOLO I. 

NOZIONI E DEFINIZIONI PRELIMINARI. 


210. I solidi , de’ quali fin qui sì è parlato, sono terminati da su- 
perficie piane ; ma oltre questi solidi la geometria elementare ne 
considera tre altri , cioè il cilindro retto , il cono retto , e la sfera, 
ni quali si da il nome di corpi rotondi , perchè i due primi souo ter- 
minali da superficie curve e da superficie piane , e I’ ultima da una 
sola superficie curva. 

211. Il cilindro retto ( fig. 45 ) è il solido prodotto dalla rotazio- 
ne di un rettangolo ABCD intorno ad un suo lato immobile AB. 
Questo lato chiamasi asse del cilindro; i cerchi DHE, CGF descrit- 
ti dai lati AD , BC ne sono le basi , e la linea CD , che genera 
la superfìcie curva del cilindro . dicesi lato. Finalmente 1’ altezza 
del cilindro è la distanza dei piani paralleli delle due basi : essa 
è uguale all’ asse y o al lato del cilindro medesimo. 

2 12. Da questa genesi del cilindro ne consegue che ogni sezione 
fatta da un piano che passa per l'asse, è un rettangolo come CDEP 
doppio del rettangolo generatore ABCD , e che ogni sezione PRQ 
fatta da un piano perpendicolare all’asse AB, è uu cerchio uguale 
a ciascuna base. Infatti, nel rivolgimento del rettangolo ABCD in- 
torno ad AB , la retta OQ perpendicolare ad AB descrive un cerchio 
uguale alla base. 

213. Due cilindri retti si dicono simili allorché sono procioni dal- 
le rotazioni di due reltaugoli simili ABCD, abed intorno a lati orae- 
loghi AB , ab ; cioè quaudo i loro assi sono proporzionali ai raggi 
delle loro basi. 

214. Il cono retto (fig. 46) è il solido, che vicn generato dal ri- 
volgimento di un triangolo rettangolo SAO intorno ad uu cateto 
immobile SO. L’ altro cateto AO genera il cerchio ANB, che dicesi 
base del cono. Il punto S si chiama vertice del cono ; il cateto SO 
che unisce il vertice col centro della base è l'asse del cono; e final- 
mente si da il nome di lato, o apotema alla linea SA che descrive la 
superficie curva del cono medesimo. 
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215. Apparisce da siffatta genesi de] cono che ogni sezione fatta 
da un piano . il quale passa per f asse . è un triangolo isoscele come 
ASB doppio d< 1 triangolo generatore SOB,' e die ogni sezione EMD 
perpendicolare all’ asse è un cerchio. 

2lG. Due coni retti sono delti rimili, allorché sono prodotti dalle 
rotazioni di due triangoli rettangoli simili ASO, aso intorno a cateti 
omologhi , cioè quando i loro assi sono proporzionali ai raggi delle 
loro basi. 

217. Il cono troncalo, o tronco di cono ( fig. 47) è la porzione 
di cono compresa fra la base ed un piano ad essa parallelo. Quindi 
il tronco di cono può considerarsi come prodotto dalla rotazione di 
uti trapezio AODH . di cui gli angoli 0 , e D sono retti . intorno al 
lato immobile OD. Questo lato dicesi asse o altezza del tronco ; o 
si chiamano poi basi i cerchi descritti dalle rette OA. DII ; e final- 
mente alla linea AH si dà il nome di lato del tronco di cono. 

218. I tronchi di due coni retti ai dicono simili quando sono pro- 
dotti da trapezj simili ; cioè quando i loro assi sono proporzionali ai 
raggi delle basi corrispondenti. 

2 1 9- La sfera [ fig. 48) è il solido generato dal rivolgimento di 
un semicerchio ADB intorno ad un suo diametro AB. Quindi la z«- 
perfeie sferica che vien prodotta dalla rotazione della semicirconfe- 
renza ADB, ha lutti i suoi punti equidistanti dal centro 0 del semi- 
cerchio generatore, che dicesi centro della sfera. La distanza del 
centro della sfera a un punto qualunque della sua superfìcie si chia- 
ma raggio della sfera. È manifesto che tulli i raggi di una sfera sono 
uguali fra loro, e che tulli i diametri souo uguali e doppj dei raggi. 

220. Dalla genesi della sfera risulta ancora che ogni sezione fat- 
ta da un piana, il quale passa pel centro, è un cerchio, di cui il 
raggio è il raggio della sfera. Infatti tutti i punti come A, L, B co- 
muni al piano accennato ed alla superficie sferica si trovano ad una 
eguale distanza del punto 0; per conseguenza la sezione medesima 
ALB è un cerchio che ha per diametro il diametro della sfera. In ge- 
nerale ogni sezione MKN fatta con un piano qualunque è un cer- 
chio ; poiché se dal centro O si abbassi sul piano MKN la perpen- 
dicolare OE , le oblique OM , OK , ON , ecc, essendo uguali come 
raggi della sfera saranno equidistanti dal piede E della perpendico- 
lare , e però le rette EM , EK , EN, ecc. saranno uguali fra loro 
e la sezione MKN sarà un cerchio. 

221. Ogni circolo della sfera che passa pel centro di essa dicesi 
circolo massimo ; chiamasi circolo minore quello che non passa pel 
centro della sfera. E evidente che i circoli massimi sono uguali fra 
loro , poiché hanno il medesimo centro ed il medesimo raggio della 
sfera. 

222. Due circoli massimi si tagliano sempre in due parti uguali , 
perchè la loro comune intersezione , passando pel centro è un dia- 
metro. Quindi le loro circonferenze s' inlersegano alla distanza di 
180 g?radi. 

223. Ogni circolo massimo divide la sfera c la sua superficie iu 
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due parli uguali ; dappoiché un circolo massimo rivolgendosi intor- 
no al proprio diametro deve produrre la sfera medesima. La metà 
di una sfera dicesi emisfero. 

224. Il centro di un circolo minore , e quello della sfera sono iu 
una medesima retta perpendicolare al piano del circolo minore. 

225. I circoli minori sono tanto più pìccoli quanto più si allonta- 
nano dal centro della sfera ; perchè più grande è quella distanza , e 
più piccola diviene la corda, come MN, che è il diametro del circolo 
minore MKN. 

226. Per due punti dati sopra la superficie della sfera può sem- 
pre passare un arco di circolo massimo ; poiché i due punti dati ed 
il ceulro della sfeta sono tre punti che determinano la posizione di 
un piano , 

Nondimeno se i due punti accennali fossero alle estremità d’ un 
diametro, allora questi due punti cd il centro sarebbero in linea ret- 
ta , e vi sarebbero infiniti circoli massimi che potrebbero passare 
per i due punti dati. 

227. Un piano indefinito che ha un solo punto comune colla su- 
perficie di una sforadicesi piano tawjente della sfera medesima. Esso 
può considerarsi come prodotto dal rivolgimento della Ungente AH 
al cerchio generatore ADII intorno al diametro AD. Quindi un 
piano perpendicolare alla estremità di un diametro della sfera è 
tangente a questa sfera ; e reciprocamente ogni piano tangente alla 
sfera è perpendicolare all’ estremità del diametro clic passa pel puu- 
to di contatto, 

228. Si dice zona la parte della superficie della sfera compresa 
fra due piani paralleli. I circoli che rappresentano le sezioui dei 
piani medesimi colla sfera si chiamano busi della zona. Se uno di 
questi piani è tangente alla sfera, allora la zona ha una base, c con 
altro nome dicasi callotta. 

229. Una zona a due basi MDLKCN può considerarsi erme gene- 
rala dal rivolgimento di un arco DM intorno al diametro AB che 
passa per i centri delle due basi. Una zona ad una base AMKN si 
può considerare come prodotta dal rivolgimento di uu arco AM in- 
torno al diametro AB che passa per una delle sue estremità. 

230. L' altezza di una zona è la distanza dei due pianirparalleli, 
che souo le basi della zona. 

2S1. Si chiama segmento sferico la porzione della sfera compresa 
fra due piani paralleli. Le sezioni di questi piani colla sfera sono le 
basi del segmeuto medesimo. Se uuo dei piani paralelli fosse tan- 
gente allq sfera , allora il segmento sferico avrebbe una sola base. 

232. L’ altezza d’ un segmeuto sferico è la distanza dei due pia- 
ni paralleli che formano le basi del segmento. 

233. Diccsi settore sferico la porzione della sfera compresa fra 
una callotta , ed una superficie conica , che ha per base il circolo 
base della callotta , e per vertice il centro della sfera. 

Un settore sferico può considerarsi come prodotto dalla rotazione 
di un settore circolare KAO intorno ad uuo dei raggi OA , OK. 
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Finalmcule si chiama fuso la parte della superficie della sfera 
racchiusa fra due semicircoli massimi che terminano a un diame- 
tro comune , c si dà il nome di cuneo o unghia sferica alla parte 
della sfera compresa fra il fuso e le sue due facce. 

CAPITOLO II. 

OBLIA MISURA DELLE SUPERFICIE DE* TRE CORpi ROTONDI, 

E DEI RAPPORTI CHE NE DERIVANO. 

231 La teorica de’ tre corpi rotondi riduccsi nella geometria ele- 
mentare quasi tutta alla misura delle loro superficie , de loro vo- 
limi , od ai rapporti che nc derivano. Quindi è necessario che si co- 
nosca il principio su cui stabiliremo una siilatta misura , dappoiché 
i geometri uell’assegnarla hanno seguito diversi metodi, secondochè 
hanno giudicalo essere I uno p'ù esatto , o più facile dell’altro. Or 
il principio che seguiremo consiste nel considerare il cerchio come 
un poligono regolare di un numero infittilo di lati; e per conseguen- 
za il cilindro retto come un prisma retto di un numero infinito di 
farce , il cono relto come una piramide regolare ili liti numero infi- 
nito di facce , e la sfera come un poliedro di un numero infinito di 
facce. Questa maniera di considerare il cerchio, ed i tre corpi ro- 
tondi ha il prezioso vantaggio di abbreviare le dimostrazioni, che 
andiamo ad esporre de’ cosi delti Teoremi di Archimede intorno al 
cilindro , al cono , ed alla sfera : e di farle concepire e ritenere fa- 
cilmente , perchè s immedesimano, per così dire , col metodo con 
cui i teoremi accennati vennero scoperti da quel sommo geometra 
dell’ antichità , il quale li dimostrò poi in altra guisa per adattarsi 
alla maniera di pensare de geometri del suo tempo . i quali non si 
permettevano mai di adoperare la considerazione dell’ infinito nel- 
le loro dimostrazioni. E si noli ancora che quando quella ntauiera 
di considerare il cerchio, ed i tre corpi rotondi venga adoperata 
come si conviene c doii s’appoggi a ragionamenti vaghi ed arbi- 
trarli , essa può ricscirc tanto esatta quanto qualsivoglia altro me- 
todo , che si volesse mettere in suo luogo. 

PROPOSIZIONE XC1 — TEORESI J. 

23n La superficie curva del cilindro retto ha per misura il pro- 
dotto della circonferenza della base per l' altezza ( fig. dò ). 

lnm. Sia il cilindro relto Eli DI'. Nella geometria piana si è di- 
mostralo che il cerchio si può considerare come un poligono rego- 
lare di un numero infinito di lati ; per conseguenza la base E1 II) 
del cilindro si pòlca considerare come un poligono regolare di un 
numero infinito di lati. Quindi il cilindro medesimo potrà esser 
considerato come un prisma relto di un numero infinito di facce. 
ÌVla la superficie convessa del prisma retto ha per misura il pro- 
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dotto de' perimetro della base per l’altezza ( n° 204 ) dunque la 
superitele curva del cilindro retto dovrà aver per misura il prodotto 
della circonferenza della base per l' altezza ; che è quanto si doveva 
dimostrare. 

236 Corollario. Da ciò si deduce che la superficie curva di un 
cilindro ret'o è uguale a quella di un rettangolo avente per base 
la circonferenza della base del cilindro , e per altezza quella del ci- 
lindro medesimo. Laonde tulio quello che nella geometria piana è 
sialo dimostrato intorno ai rapporti di due rettangoli si può appli- 
care alle superficie curve di due cilindri retti. 

237. Scolio E manifesto clic peravere la misura della superfi- 
cie tonile del cilindro retto , bisogna aggiungere alla misura della 
superficie curva quella delle duo basi del cilindro medesimo. 

PROPOSIZIONE XCU TEOREMA. 

238. Le superficie curve di due cilindri slmili stanno fra loro 
come i quadrati delle altezze , o come i quadrati dei raggi delle 
basi corrispondenti ( fig. 45 ). 

Dim. Infatti , essendo nei cilindri simi i ( i:° 213 ) gli assi o le 
altezze AB, ab proporzionali ai raggi delle basi A E , «e -; ed essendo 
i raggi proporzionali alle circonferenze DEH , deb , ne risulta che 
queste saranno proporzionali alle altezze ; e per conseguenza sa- 
ranno simili i rettangoli clic rappresentano le superficie curve de’ 
due cilindri simili, Iua i rettangoli simili stanno come i quadrati 
dei lati omologhi, dunque le superficie curve de' due cilindri stan- 
no conici quadrati delle altezze , ovvero come i quadrati de’ raggi 
delle ha i. 

231). Scolio. Esserdo i cerchi come i quadrali de raggi , è evi- 
dente che le superile c totali di due ciliudii simili stanno come i 
quadrati delle altezze , o de’ raggi delle basi de' cilindri medesimi. 

PUOI’OSISIOKE XC11I TEOREMA 

140. La superficie curva del cono retto ha per misura il prodot- 
to della circonferenza della base per la metà del luto (Og. 46). 

Dim. Sia il cono retto SANB, Si è dimostralo nella geometria 
piana che il cerchio ANB si può considerare come un poligono re- 
golare di un ninnerò infinito di lati ; per conseguenza il cono mede- 
simo potrà considerarsi come una piramide regolare di un numero 
infinito di facce. Ida la superficie convessa della piramide tegolare 
ha per misura il prodotto del perimetro della base per la metà del- 
I apotema ( n ° 207 ) , dunque la superficie curva del cono retto do- 
vrà ateie per misura la circonferenza della buse per la metà dii 
lato, il che si era proposto di dimostrare. 

241 . Corollario I. Da ciò si diduce che la superficie cuna di un 
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cono retto è equivalente all’ aja di un triangolo rettangolo , di cui 
un cateto rappresenta la circonferenza della base del cono , e l’al- 
tro il lato del cono medesimo. Quindi si potrà applicare alle super- 
ficie curve de’ coni retti quanto si è dimostrato nella geometria pia- 
na intorno ai rapporti delle aje de’ triangoli. 

242. Corollario. II. Pel punto di mezzo E del lato SA si condu- 
ca un piano parallelo alla base del cono. 

Le circonferenze ANB, EMD stanno come i raggi AO, EK: ma 
AO è doppio di EK , perchè SA è doppio di SE, dunque la circon- 
ferenza della base del cono è doppia di quella della sezione: e però 

La superficie curva del cono retto ha ancora per misura il 
prodotto del suo lato per la circonferenza della sezione equi- 
distante dal vertice e dalla base. 

243. Scolio. E manifesto che la superficie totale del cono retto 
si ottiene aggiungendo alla superficie curva quella della base det 
cono medesimo. 


PROPOSIZIONE XC1V TEOREMA. 

244. Le superficie curve di due coni retti simili stanno come 
i quadrali delle altezze , o come i quadrati de' raggi delle òasi 
corrispondenti ( fig. 46 ). 

Dim. Perocché, essendo le altezze SO, so proporzionali ai raggi 
AO , ao , ( n° 216 ), saranno simili i triangoli rettangoli SAO, sao\ 
e perciò i iati SA , sa saranno proporzionali ai raggi AO, ao , ov- 
vero alle circonferenze ANB, anb. Quindi risulteranno simili i 
triangoli rettangoli che rappresentano le superficie curve dei due 
coni. Ma i triangoli simili stanno come i quadrati dei lati omologhi, 
dunque le superficie accennate slatino come i quadrati dei lati SA , 
sa , e per conseguenza come i quadrati delle altezze SO, so, ovve- 
ro dei raggi AO, ao. 

PROPOSIZIONE XCV TEOREMA. 

245. La superficie curva del tronco di cono retto ha per mi- 
sura il prodotto del lato per la semi-somma delle circonferen- 
ze delle basi ( fig. 47 ). 

Dim. Sia ANG un tronco di cono retto. Considerando le basi come 
poligoni regolari di un numero infinito di lati , il tronco proposto 
si potrà considerare come uu tronco di piramide regolare a basi 
parallele di uu numero infinito di facce. Ma la superficie convessa 
di queslo tronco ha per misura il prodotto della semi somma de’ pe- 
rimetri delle basi per la porzione dell’ apolcma, che è compresa fra 
queste medesime basi { u° 208 ) , dunque la superpeie curva del 
tronco di cono retto dovrà avere per misura il prodotto del suo lato 
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HA per la seraisomroa delle circonferenze delle basi ANB , IIMG , 
come crasi proposto di dimoslrare. 

246. Scolio. Nel trapezio AHGB la linea EF , elio unisce i pani» 
di mezzo dei lati non paralleli, è uguale alla semi-somma delle basi 
AB , HG del trapezio medesimo, come è stato dimostralo nella geo- 
metria piana. Ma le circonferenze de’ cerchi stanno come i diame- 
tri , dunque la circonferenza ERF è uguale alla semi-somma delle 
circonferenze ANB, HMG , e per conseguenza 

La superfìcie curva del tronco di cono retto ha ancora per 
misura il prodotto del suo lato per la circonferenza del cerchio 
equidistante dalle due basi. 

247. Definizione. Si dice porzione di poligono regolacela Ggura 
terminata da una serie di corde uguali , che suno iscritte in un ar- 
co di cerchio , da una estremità all’ altra del medesimo arco. 

248. Scolio. La figura accennata ha ricevuto un tal nome , per- 
chè ha le proprietà principali de’ poligoni regolari. Infatti, essa ha 
I lati eguali , e gli angoli eguali come iscritti in eguali segmenti di 
cerchio ; e di più può esser iscritta e circoscritta al cerchio , come 
apparisce da ciò che si è dimostrato nella geometria piana intorno 
ai poligoni iscritti c circoscritti al cerchio. 

Purtuttavolla una porzione di poligono regolare non fa parte di 
un polig no regolare propriamente detto, se non quando l’arco 
sotteso da uno dei suoi lati è una parte aliquota della circonferenza. 

E poi manifesto che per iscrivere in un arco dato una porzione di 
poligono regolare , basta dividere siffatto arco in 2, 4 , 8, 16 , ec. 
parti eguali, ed unire con delle corde i punti di divisione. 

PROPOStZIONZ XCVl— TEOREMA. 

249. Siano AB , BC , CD, ecc. più lati successivi di un poligo- 
no regolare, 0 il suo centro , ed 01 il raggio del cerchio iscritto. 
Se si supponga che la porzione di poligono ABCD situata da una 
medesima parte dell'asse FG giri intorno a questo, la super- 
fìcie del solido prodotto dalla rotazione del poligono avrà per 
misura la porzione delC asse MQ moltiplicata per la circonfe- 
renza del cerchio iscritto ( fig. 50 j. 

Dim: Dai punii A, B, C, D, si abbassino sull'asse le perpendico- 
lari AM, BN, CP, DQ; e dal centro 0 si conducano sopra i lati 
AB, BC le perpendicolari 01, OL , che saranno raggi del cerchio 
iscritto: finalmente si tirino le rette AR, ed IH la prima parallela , 
e la seconda perpendicolare a MQ. 

Ciò premesso, il trapezio ABMN girando intorno all' asse produ- 
ce un tronco di cono retto , la cui superficie curva ha per misura 
il prodotto del lato AB per la circonferenza che ha per raggio IH 
( n° 246 ). Or Essendo simili i triangoli ABR ,1011 , perchè hanno 
i lati rispellivaineule perpendicolari , si ha la proporzione- 
AB: 10.-: AR; IH 
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Ma IO è il raggio del cerchio iscritto, ed IH è il raggio del cerchio 
c*q il iil istante dalle due basi del Ironco di cono rello; c di più In cir- 
conferenze stanno come i raggi . dunque sarà AB a circonferenza 
IO come All a circonferenza ìli , e per conseguenza il prodotto del 
lato AB per la circonferenza IH, sarà uguale al prodotto di AR, ov- 
vero di MN, per circ. inferenza IO. Sicché l i superficie curva del 
tronco di cono descritta dal lato AB avrà per misura la circonferen- 
za del cerchio iscritto per la pnrzionc MN dell’asse. 

Similmente si dimostra che la superficie curva del tronco di co- 
no , o del cilindro generato dalia rotati ne della figura BGPN in- 
torno all' asse ha per misura il prodotto di NI’ per la circonferenza 
OL . ovvero 01 , e lo stes o si potrà dire della superficie curva del 
ti onco di cono, che vien p.- odono dalla r Unzione del trapez oCDQF. 
Quindi la somma di queste superficie avrà per misura il prodotto 
della porzione MQ dell’ asse per la circonferenza del cerchio iscrit- 
to , il che erasi proposto di dimostrare. 

2Ò0. Corollario. Se il poligono intero è di un numero pari di la- 
ti, l’asse FG passerà per due verlici opposti F, G di ess > poligono, 
e la superficie descritta dal poligono FAOG avrà per misura il pro- 
dotto dell’asse FG per la circonferenza del cerchio iscritto. Infatti , 
si potrà d mostrare come sopra e ie la superficie curva del cono de- 
scritto dal triangolo FAVI nel suo rivolgimcnlo intorno a 1’ asse , 
avrà per misura il prodotto di FM per la circo . fetenza R.0 del cer- 
chio iscritto , e lo stesso si potrà «lire della superficie curva del co- 
no descritto dal triangolo DQG. 

PROPOSIZIONE XCVII TEORKMJ. 

251. La superficie del' a sfera ha per misura il prodotto della 
circonferenza di ita circolo massimo pel diametro ( fig. 50 ). 

Dim. Sia FBDG il semi-perimetro di un poligono regolare di un 
numero pari di lati . rd Oli il raggio del cerchio iscritto a questo 
poligono Nella proposizione precedente si è dimostrato che rotan- 
do la figura EBDG interno all’asse FG, la superficie del solido, che 
ne risulta , ha per misura il prodotto dell asse per la circonferenza 
del cerchio iscritto. Ma nella geometria piana si è dimostralo che 

? uando la figura FBDG è di un numero infinito di lati, essa si con- 
onde col cetchio iscritto, dunque in tal caso il solido accennalo si 
confonderà con la sfera, e l’asse FG rol diametro ES della sfera me- 
desimo; e per conseguenza la superficie della sfera dovrà avere per 
misura il prodotto del diametro LS per la circonferenza di un circo- 
lo massimo; il che erasi proposto di dimostrare. 

232. Corollario I. Un circolo massimo della sfera avendo per 
misura il prodotto della sua circonferenza per la metà del raggio ; 
ed essendo il diametrj quadruplo della metà del raggio , ne con- 
segue, che 

La superficie della sfera c quadrupla di un suo circolo massimo. 

5 
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Q55. Corollario II. Dal corollario precedente si deduce che le 
superficie dì due sfere qualunque stanno come i circoli massimi. E 
poiché i circoli stanno come i quadrali de’ raggi, o de diametri , si 
concimalo che. 

Le superfìcie delle sfere stanno fra loro come i quadrali de rag - 
gi, o de diametri. 

MOPOSISIONE XCVIll TEOREMA. 

254. La zona sferica ha per misura il prodotto della circonfe- 
renza di un circolo massimo per l'altezza di essa zona ( fig. 51 ). 

Dim. Si coo'ideci in primo luogo la zona ad una base, che vien 
prodotta dal rivolgimento dell'arco AC intorno al diametro AD. 

Nell’arco AC s’iscriva una porzione ili pulirono regolare AMNPC. 
La superficie del solido generat > dalla rotazione della figura AMNl’C 
intorno al diametro AL) Ita per misura il prodotto di AE, altezza 
della zona, per la circonferenza del cerchio iscritto alla porzione di 
poligono regolare, il cui raggio è 01, ossia la perpendicolare ab- 
bassata dal centro 0 sulla corda AM ( n° 249 ). Ma quando la figura 
AMNPC ha un numero infinito di lati, il suo perimetro si confonde 
coll'arco AC, la superficie dclsotidoda essa descritto si confonde colla 
zona, ed il circolo iscritto col circolo massimo della sfera; dunque la 
zona descritta dall’arco AC deve avere per misura il prodotto della 
sua altezza AP per la circonferenza «lei circolo massimo ACD. 

Passiamo in secondo luogo a considerare una zona qualunque a 
due basi, che vien descritta dal rivolgimento dell’arco nC (fig. 52 ) 
intorno al d ametro AD. su cui si abbassino le perpendicolari BE , 
CF dalle dui 1 estremità dell'arco medesimo. 

La zona descr tta dall’arco BC è la differenza delle due zone de- 
scritte dagli archi AC, AB. La prima di queste zone ha per misura 
il prodotto dell altezza AF per la circonferenza del circolo massi- 
mo ACD; la seconda ha per misura il prodotto dell’ altezza A15 
p -r la stessa circonferenza; per conseguenza la zona descritta dal- 
f arco BC dovrà avere per misura la sua altezza KF per la cir- 
conferenza del circolo AGI). Epp ròogui zona sferica ha per misura 
il prodotto dc ! la sua altezza per la circonferenza di un cìrcolo mas- 
simo; il che si d' veva dimostrare. 

255. Corollario. Apparisce da questo teorema che 

Due zon- prese in una medesima sfera, o in sfere uguali, stan- 
no fra loro come le loro altezze, ed una zona qualunque sta alla 
superficie della sfera come l'altezza di quella zona sta al diametro. 

PNOPOSIZIONE XCtX TEOREMA 

2«6. La zona sferica ad una base è equivalente al circolo , 
che ho per mogio la corda dell'arco generatori delia zona me- 
desima ( lig. 52 ). 
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Dim. Sia AB la corda dell'arco generatore della zona. La perpen- 
dicolare BG abbassata dal punto B sul diametro AD sarà il raggio 
del cerchio, che è la base della zona, ed Ali sarà l'allezza della zo- 
na medesima. 

Or essendo la corda AB media proprzionale fra il diametro AD, 
ed il segmento adiacente AG, dalla proprietà della proporzione con- 
tinua si deduce che il diametro AD sta ad AG come il quadralo di 
AD al quadrato di AB. Quindi (n° 25S) la superficie della sfera sla 
alla zona sferica ad una base come il quadrato di AD al quadralo di 
AB, ovvero come un circolo massiino al circolo che ha per diametro 
AB. Ma la superficie sferica è quadrupla di un suo circolo massimo, 
dunque ancora la zona sferica ad una base dovrà essere quadrupla 
del circolo che ha per diametro la corda AB dell’arco generatore ; 
e però equivalente al circolo che ha per raggio la corda medesima. 

CAPITOLO III. 

DELLA MISURI DELLE SOLIDITÀ’, O VOLUMI DEI TI1E COIIPI ROTONDI, 
E DEI RAPPORTI CHE NE DERIVANO. 

257. S'abdita la misura delle superficie dei tre corpi rotondi 
si conosce snbiio la via da tenersi per arrivare alla misura dei loro 
voltimi; nondimeno la misura del volume della sfera offre qualche 
difficoltà, allorché si vuole determinarlo partendo dal principio fon- 
damentale, cioè quello di considerare la sfera come un poliedro di 
un numero infinito di facce , senza deviare in certe forme di ragio- 
namento vaghe ed inesatte, cui si dà inipropriamcute il nome di 
metodo degrinfinilamentc piccoli. 

PROPOSIZIONE C TEOREMA. 

258. Il cilindro retto ha per misura il prodotto della sua basa 

per la sua altezza. > 

Dim. Infatti, considerando il cilindro retto come un prisma ret- 
to di un numero infinito di facce, la proposizione enunciata divie- 
ne evidente; dappoiché il prisma ha per misura il prodotto della sua 
base per la sua altezza. 

259. Corollario. I. Ciò clic altrove sì è detto intorno ai rapporti 
di due prismi si applica ancora ai rapporti di due cilindri. 

260. Corollario II. I cilindri simili stanno come i cubi de- 
gli assi o dei diametri delle basi. 

I nfalli, la ragione di due cilindri in generale è composta della ra- 
gione delle basi, e di quella delle altezze, ovvero della ragione dei 
quadrati de diametri del'e basi e della ragione delle altezze ; ma 
quando i cilindri s mo simili la ragione dado altezze è uguale a 
quella dei diametri, dunque i cilindri simili souo in ragion triplicata 
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delle Ioni altezze o dei diametri delle Irro basi, i s»ìa sono come 
i cubi dello altezze, o de’ diametri medesimi , o anche dei raggi 
delle basi. 

PROPOSIZIONE CI — TEORE U4. 

261. Il cono retto ha per misura il prodot ‘o della base pel ter- 
zo dell altezza. 

Dim. Infatti , il cono retto si può consider .-.re come una pira- 
mide reg lare di un numero infinito di facce; ma questa ha per mi- 
sura <1 prodotto della b <se pel terzo de l’altezza, dunque il cono 
retto avrà ancora por misura il prodotto della su i base pel terzo 
della sua altezza. 

2G2. Corollario I. Ciò che altrove si è dimostrato intorno ai rap- 
pnr i delle piramidi fra loro, e delle pirami i paragonale ni prismi, 
si può applicare ai rapporti dei coni fra loro, e de; coni paragonati 
ni cilindri, fra i quali inerita di essere ricordalo il teorema dimostra- 
to da Ludosso cioè clic il cono retto è la terza parte del rilindro ret- 
to della stessa base e della stessa altezza- 

263. Corollario II. I coni simili statino come i cubi delle loro al- 
tezze , o come i cobi dei diametri delle loro basi. La dimostrazione 
è c me quella fatta per i cilindri simili. 

PROPOSIZIONE CU TEOREM A. 

264. il tronco di cono retto a basi parallele è uguale alla som- 
ma di tre coni, che hanno per altezza comune [altezza del tron- 
co , e per basi l’ano la base inferiore, l’ altro la base superiore, ed 
il terzo una media proporzionale fra le due basi. 

Dim. Infatti , il tronco dì cono retto a basi parallele si può consi- 
derare eorae un tronco di piramide regolare a basi parallele di un 
numero infinito di facce; ma il tronco di piramide equivale a tre pi- 
ramidi che hanno le condizioni enunciale nella propostone , dun- 
que il tronco di cono equivale pure a tre coni che hanno le stesse 
condizioni 

265. Corollario. Da ciò ne segue che il trouco di cono rettosi mi- 
sura come il tronco di piramide. 

PROPOSIZIONE CUI — ■ TEOREMA. 

266. La sfera ha per misura il prodotto delta sua superficie pel 
terzo del suo raggio ( fig. 53 ). 

Dim. Sia A i! centro della sfera; e per questo punto si faccia pas- 
sare un p ano ABK che tagli la sfera; indi nel circolo massimo ri- 
sultante dalla senzione s’iscriva un pol gono regolare, di cui un lato 
sia BK: si tirino i raggi BA, KA, cd al punto A s’innalzi sul piano 
A I3K la perpendicolare AC che si prolunghi finché ineontri la su- 
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perfide sfèrica in un [-unto C. Ciò premessa , per i Ire i miti C , B , 
A si faccia passare un piano come pure per i Ire punti C, K, A, ne 
risulteranno gli .archi di cerchio massimo CB, CK, e asolino de qua- 
li sarà un quadrante. S’ iscrivano in qno<li due quadranti «Ine por- 
iioni (n“ *247)’ di pìligoni regolari perf- tlaiiiriile ugiia'i : si «.indu- 
rano !e ielle OS, FR ; dai punii 0, S si abbassino sopra AG, ed AK 
le perpendicolari OY , S Q , e si unisca YQ. 

Èssendo i quadrati CAB , CAK eguali tra toro . ed ideniietie te 
costruzioni in essi eseguite , è chiaro ciré sarà 0V=SQ « VBsQlt 
Ma OV , SQ seno anche parallele perclkè ambedue parali»!* ad AC 
dunque OYSQ è un paralb'lograntiHO- Da un altra parte r p, ielle- 
VB=QK , e quindi AY=AQ . nache BK sai spara, letti a YQ.; e- 
porn le re'te BK , OS parallele alla tersa YQ rrsuhcrauns paraaHete; 
ed il quadrilatero OSBK sai» mia figura piana. J.o sterso si dimo- 
strerà facilmente per qualunque nitro quadrilatero iscritto FOSR» 
poiché in quanto ai Iriang In CFR , esso £ sempre in un piano. Se 
dunque si congiwngano i punii 0, S, F, R, eoi centro A della sforai 
si sarà iscritto nel solido BACR un poliedro composto A' piramidi, 
che hanno per Basi i quadrilateri OBKS-, OFUS...... edil triangolo 

QFR , e per vertice comune il punto A. Facendo lo stesso per tutte 
le inezie ugne sferiche si Iroveiàisci irto netta stera un poiicdio, 
il quale potrà avere un numero d. Iacee illimitato. Infatti , a. misu- 
ra che si raddoppia il numero desiati de’ poligoni r dei quali' più. 
sopra si è parlato , si viene ancora- a i addoppiare il numero delle 
facce del poliedro; e poiché un siffatto raddoppiamenteuon- ha al- 
cun limite , cesi diviene manifesto che il numero-dette facce-dei po- 
liedro iscritto alla sfera può farsi tante glande ebe si- vuole. Quin- 
di , allorché i poligoni accennati avranno un numero infinito di lati, 
ossia si confónderanno con i circoli massimi , il poliedro iscritto avrà, 
un numero infinito di fiucc , c si contende! à cotón sfer a- , la, quale 
in conseguenza si può considerare come iru poliedro di un numero» 
infinito eh làcci; , ciascuna dcHe quali potrà considerarsi oome base- 
di una pirami'te che ha il vertice aJ «entro della sfera. Quindi la» 
sfera è- la riiMiione dà una infinità di piramidi r delle- quali le basii 
compongono la superficie sferica , e l’altezza di alascana è uguale-ai 
raggio.. Sfa ogni piramide ha per misura il prodotto del. a sua base 
pel terio della sua altezza , dunque la sfera avrà per misura il; gra- 
detto della sua superficie pel terzo del suo l'aggio. 

267. Corollario - 1 Dal teorema precedente fl deduce che la sfera» 
i equivalente ad un cono , di cui la base- è il quadruplo di uà 
cerchio massimo, e l’altezza è ugua’e al raggio della- sfera. 

26 S, Corollario II. Le sfere stantio fra lora come a cubi dei 
va 99* > o dei diametri, 

Infatti le sfere stanno in ragion composte dall» ragione delle 1 oro- 
superficie , e dalla ragione dei raggi. Ma la prima ragione è riunis- 
cala di quella dei raggi , dunque le sfere stanno in ragion triplicata 
degli stesti raggi , ovvero come i cubi dei raggi , o dei diametri. 
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rrorosi/.iosE civ — teorema. 

269. Il settore sferico ha per misura il prodotto della zona 
che gli serve di base pel terzo del raggio (kg- 54. ). 

Dim. Sia il settore sferico COEK generato dalla rotazione del 
settore eico’are CKE intorno al raggio CE. 

Mei cerchio DBK , base della callotta generata dall’ arco CK. 
s' iscriva un poligono regolare , di cui un lato sia BK : Si tirino i 
raggi AB , AK , e si risela la costruzione fatta nella proposizione 
precedente. Si dimostrerà come nella proposizione accennata che il 
settore sferico , generalo dal rivolgimento del settore circolare CKE 
intorno al raggio CE può considerarsi composto di una infinità di 
piramidi , delle quali le basi formano la calli tta desciiPa dall’ arco 
CK sei' altezza comune è uguale al raggio. Quindi il settore sferico 
avrà per misura il prodotto della callolia pel terzo del raggio ; il 
che si doveva dimostrare. 

270. Corollario. 1. Essendosi dimostrato ( u° 256 ) che la callotta 
descritta dall' arco AB . (Gg. 55 ) è equivalente al circolo che ha 
per raggio la coi da AB , il settore sferico descritto dal settore cir- 
colare ABO sara equivalente al cono che ha per altezza il raggio 
AO della sfera, e per base un cerchio, di cui il raggio é uguale alla 
corda AB dell’arco generatore della callotta che serve di base al 
settore. 

Se il settore sferico fosse descritto dal settore circolare BCO 
maggiore del quadrante, esso sarebbe equivalente al cono che ba 
per altezza il raggio OC della sfera , e per base il cerchio, di cui il 
raggio è uguale alla corda BC dell' arco generatore della calotta che 
serve di base al settore. 

271. Corollario II . Essendo il quadrato di AB uguale ai quadrati 
di AE , EB . il cerchio che ha per raggio AB sar? uguale ai cerchi 
che hanno per raggi AE , EB , per conseguenza il ceno che ha per 
base il cerchio di raggio AB , e per «Mezza AO . ovvero il settore 
sferico prodotto dal rivolgimento del selloi e circolare ABO , sarà 
uguale alla somma di due coni , che hanno la medesima altezza AO 
e per basi i cerchi dei raggi AE , EB. 

pnoposizioNE cv — teorema 

272. Il segmento sferico ad ima base è equivalente al cono, che 
ha per base il cerchio , di cui il raggio èf altezza del segmento , e 
per asse la rimanente parte del diametro accresciuta del raggio 
( % 5à - ) 

Dim. Si cons'deri il segmento sferico generato dal rivolgimento 
del mezzo segmento circolare ABE intorno ad AE. Essendo il set- 
tore sferico generato dal settore c rcolare ABO uguale alla somma 
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di due coni , clic hanno per basi i cerchi dei raggi AE , EB , e per 
atterza AO (ii° 271 ) , se si tolga di comune il cono prodotto dal 
rivolgimento del triangolo BEO intorno ad EO, il segmento sferico 
proposto sarà uguale a : t.a somma di due coni, de’ quali ii primo ha 
per base il cerchio di raggio AE. per atterza AO, ed il secondo ha 
per base il cerchio di raggio BE , e per altezza A E, poic -è il cono 
che ha per base il cerchio di raggio BE , c per altezza AO è ugua- 
le alla somma dei due coni che hanno per base il cerchio accenna- 
to , per altezze le ret e AE, EO. Or essendo BE media proporzio- 
nale fra i due segmenti AE . EC , del diametro , il quadrato di AK 
starà al quadrato di BE come AE ad EC. Quindi il cerchio di rag- 
gio AE starà al cerchio di raggio BE come AE ad EC, e facendo in 
questa proporzione il prodotto degli estremi e quello dei medii. ne 
risulterà che il cono il quale ha per base il primo di quelli cerchi , 
e per altezza EC sarà equivalente al cono che ha per base il secon- 
do cerchio , e per altezza AE. Dalle cose fin qui esposte si deduce 
che il segmento sferico proposto è uguale alla somma di due coni , 
dei quali ciascuno ha per base il cerchio di raggio AE, ma il primo 
ha per altezza AO , ed il secondo EC ; per conseguenza il segmen- 
to medesimo sarà equivalente al cono che ha per base il cerchio, di 
cui il raggio è I’ altezza AE del segmento , e per asse la rimane ita 
parte, EC del diametro accresciuta del raggio AO. 

273. Scolio. I. Se il segmento sferico od una base fosse maggio- 
re dell’ emisfero , come sarebbe quello prudono dal rivolgimento del 
mezzo segmento circolare EBC intorno ad EC , avrebbe luogo la 
stessa dimostrazione fatta qui sopra , solamente invece di sottrarre 
il cono generato dal triangolo BEO , si deve aggiungere al settore 
sferico generato dal settore circolare CBO 

274. Scolio II. Se il segmento sferico avesse dae basi , come 
quello descritto dalla porzione di cerchio BCFE ( fig. 52 ) si otterrà 
il suo volume osservando che esso è sempre la differenza di due seg- 
menti sferici , dei quali ciascuno ha una sola base, coinè sarebbero 
i segmenti sferici descritti dai mezzi segmeuti circolari ACF, ABE. 

275. Scolio III. Merita ancora di essere osservato che 

Jt volume di un segmento sferico ad una base ha per misu- 
ra il prodotto del cerchio , che avrebbe per raggio foltezza di 
questo segmento , pel raggio delta sfera diminuito del terzo di 
quella altezza. 

Questa espressione del volume del segmento sferico equivale a 
quella data nel teorema precedente. Infatti, ta porzione EC. del dia- 
melro AC ( fig. 55 ) coll’ aggiunta dei raggio AO equivale a travol- 
te il raggio AO meno I altezza AE del segmento ; per conseguenza 
»i cono che ha per base il cerchio di raggio AE, e per asse la rima- 
nente porzione EC del diametro con l’aggiunta del raggio AO, avrà 
per misura il cerchio di raggio AE moltiplicato pel- rago'*> AO di- 
minuito del terzo di AE. 
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CAPITOLO IV. 

delle ragioni, che ha la sfera coi. cilindro, e col cono 

AD ESSA CI licose CITTÌ. 

PROPOSIZIONE evi — TEOREM J ■ 

276 II cilindro retlo sta alla sfera cui è circoscritto come 
6: 4> tanto rispetto alla superficie totale, quanto alla solidità 

rfig.se ). 

Dim Sa DFPE un quadrato circoscritto al circolo AGBB , i 
diametri AB , GH saranno I’ uno perpendicolare all' altro ; e da 
simtiltnne > rivolgimento di 1 semicircolo AGB, e del srmiquadra- 
to ADEB inorilo ad AB si produrrà una sfera, ed un cilindro 
retto ad essa circoscritto il quale ha le basi uguali a due circoli 
massimi della sfera inedes ma; poiché il diametro EP, o DE di cia- 
scuna di quesie basi è uguale al diametro GH della sfera. Da ciò si 
deduce clic la superficie curva del cilindro circoscritto alla sfera ò 
uguale alla superficie di questa sfera, essendo l’iina e Tal ra espres- 
sa dal prodotto della circonferenza di un circolo massimo per l asse 
AB. ]\1a la superficie della sfera equivale a quattro circoli massimi 
( u° 252 ). dunque se alla supeifìciu curva del cilindro si uniscono 
le due basi , la superficie totale del cilindro sarà uguale a sei circoli 
massimi ; e però la superficie del cilindro circoscritto starà a quella 
della sfera come 6: 4. 

Venendo ora alle solidità, si osservi che il cilindro lui per misura 
il prodotto della base, che è un cerchio massimo, pel d : amelro AB , 
ovvero per 6/3 del raggio CB; e che la sfera ha per misura la sua su- 
perficie moli plicala per 1/3 dello slesso raggio, il che equivale al 
prodotto di un eerchio massimo per 4/3 del raggio , essendo la su- 
perficie sferica ugnale a quadro circoli massimi. Laonde ii cilindro 
starà alla sfera come 6/3 a 1/3 ossia come 6; 4, 

277. Scolio 1. Dal teorema precedente apparisce che nei dne so- 
lidi, cioè il cilindro retto circoscritto alla sfera e la sfera , i volumi 
stanno fra loro come le superficie totali. Archimede apprezzò a tal 
sedilo questa sua scoperta da volere che iu vece del proprio nome si 
scolpisse sulla sua tomba un cilindro circoscritto alla sfera. 

278. Scolio II. Merita ancora di essere osservato ohe se il cilin- 
dro e la sfe a si segano con piani perpendicolari ali’ asse AB, i sin- 
goli segmenti della superficie cuna del cilindro saranno equiva- 
lenti ai singoli segmenti della superficie sferica. Gosì per esempio, la 
callotia generata dal rivolgimento del mezzo sogmento circolare Boi* 
intorno a Br è equivalente alla superficie curva del cilindro generato 
dal reitaugolo EBrm; dappoiché hanno la stessa misura, cioè la cir- 
conferenza di un circolo massimo per l’altezza Br. 
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PROPOSIZIONE CVII — TEOHBVJ. 

279. Il cono sta a! In sfera cui è circoscrìtto come D: 4, tanto , 
rispetto alla suqtcrficie totale, quanto alla solidità ( fig. 57 ). 

Dim. Sia S.\D uu triangolo equilatero circoscritto al cerchioEBP. 
Nel simultaneo rivolgimento del semicircolo EBH, e del triangolo 
SBA intorno a SB si avrà un cono retto circoscr. Ilo ad una sfera. 
Or se si conginnga il punto A col ceniro C, la retta AC dividerà in 
due parti uguali l’angolo formato dalle due tangenti AE, AB, ma la 
retta SB divide ancora per metà 1 angolo ESF, dunque i due triangoli 
SAB. ACB sono equiangoli ; e perciò simili, e si avrà 
SA: AB :: AC: CB. 

Laonde essendo SA doppia di AB, sarà ancora AC doppia del 
raggio CB, e per conseguenza il quadratodi AC risulterà qua 1 rtiplo 
del quadrato di CB Ma da un’altra parte il quadralo di ÀC è uguale 
ai quadrili di AB, CB: poic'iè è retto l’angolo ABC, dunque il qua- 
dralo di AB è triplo ilei quadrato di CB; e perciò il cerchio che serro 
di base al cono sarà triplo di un cerchio massimo. 

Ciò premesso , si osservi che la superficie convessa del cono ha 
per misura la cirèonferenza della base per AE , che è la metà del 
la' o SA del cimo, ovvero ha per misurala circonferenza della buse 
pel raggio AB delia base medesima ; per conseguenza la superficie 
curva ilei cono sarà doppia di quella base, la quale essendo uguale 
a Ire cerchi massimi, risulterà infine che la superficie curva del co- 
no è uguale a sei cerchi massimi , e perciò la superficie totale del 
cono sarà uguale a nove cerchi massimi. Dunque la superficie to- 
tale dii cono starà a quella della sfera come fi: 4. 

Lo stesso rapporto sussiste per i volumi. Infatti, il cono ha per 
misura la sua base pel terzo della sua altezza SB , ovvero ha per 
misura il prodot o di tre cerchi massimi pel raggio CB, che è la 
terza parte di SB, perchè CS è uguale a CA, e questa è doppia di 
CB; oppure ha per misura un cerchio massimo per 9/3 del raggio 
CB. Ma la sfera ha per m sura la sua superficie pel terzo del raggio 
CB, ovvero quattro cerchi massimi pel terzo del raggio CB, o in- 
fine un cerchio massimo per 4/3 del raggio CB, dunque il cono sta 
alla sfera come 9/3 a 4/3, ossia come 9: 4. 

280. Scolio l. Dalle due proposizioni precedenti si deduce che 
il cilindro circoscritto alla sfera è medio proporzionale fra la sfera ed 
il cono ad essa circoscritto, tanto rispetto alla superficie, quanto alla 
solidità, perchè itre numeri 9, 6 e 4 formano una proporzione con- 
tinua (*). 


(*) Se il cono, ed il cilindro fossero iscritti alla sfera , non avrebbe più 
luogo la proporzione in quanto ai volumi, ma soltanto per ciò che spetta 
alla superficie. 
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281. Scolio II. Si è veduto ( n° 266) come s'iscrive in una sfera 
un poliedro. Or è manifesto che si potrebbe concepire un poliedro 
simile, di cui tutte le facce fossero tangenti alla sfera: in lai caso il 
poliedro accennalo potrà considerarsi come composto di piramidi a- 
venti per altezza comune il raggio della sfera, e per basi le differenti 
facce del poliedro. Quindi il volume del poliedro medesimo si avrà 
con moltiplicare la sua superfìcie pel terzo del raggio della sfera 
iscritta; ma questa ha per misura il prodotto della sua superficie 
pel terzo del raggio, dunque le solidità dei poliedri circoscritti . 
alla sfera stanno come le superficie di questi medesimi solidi , e 
per conseguenza la proprietà dimostrata (n.° 277 ) pel cilindro 
circoscritto alla sfera appartiene ad una infinità di altri solidi. In- 
fine giova osservare che siffatta proprietà è analoga a quella che 
hanno i poligoni circoscritti ad imo stesso cerchio, poiché leaje 

di questi poligoni stanno come i loro perimetri. 

CAPITOLO V. 

DEI POLI DII CIRCOLI DELLA SFERA. 

282. Definizione I. Il polo di un circolo della sfera è un punto 
della superficie sferica, il quale è ugualmente distante da tutf i puuti 
della circonferenza del circolo medesimo. 

283. Definizione II. Il diametro della sfera, il quale è perpendi- 
colare al piano di un circolo della sfera , dicesi aste dello stesso 
circolo. 


PROPOSIZIONI CVIII — TEOREMA. 

284. Ogni circolo della sfera ha due voli situati agli estremi del 
suo asse (fig. 48 ). 

Dim. Sia in primo luogo un circolo massimo DLC , ed AB il suo 
asse. Si conducano per questo asse i circoli massimi ADII , ALB , 
ecc. e dal centro O della sfera si tirino i raggi OD, OL, OC, ccc. 

Essendo AO perpendicolare al piano DLC, le corde degli archi 
AD, AL, AC, ecc: saranno eguali come oblique-cbc si allontanano 
egualmente dalla perpendicolare,- e però saranno eguali gli archi me- 
desimi. Lo stesso si verifica per gli archi DB, LB CB, ecc. dunque 
i punti A, c B sono poli del circolo massimo DLC. 

In secondo luogo sìa MKN un circolo minore, ed AB il suo asse. 
Dal centro lìdi questo circolo si tirino i raggi EM, EK, EN,ecc., 
si dimostrerà come sopra che le corde degli archi AM, AK, AN, ecc. 
tono eguali, per conseguenza questi medesimi archi saranno eguali, 
come pure gli archi MB, KB, MB. ecc., e si conchiuderà come pre- 
cedentemente che i punti A, e B sono poli del circolo minore MRN; 
il che si doveva dimostrare. 

28à. Corollario I. Si deduce da questo teorema che due circoli 
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massimi non possono avere uno stesso polo; perocché rongiitngcndo 
questo polo col centro comune dei due circoli, la retta congiungen- 
le sarebbe perpendicolare io uuo stesso punto a due piani diversi ; 
il clic non può sussistere. 

286. Corollario li. Se per i poli di un circolo massimo DLC si 
faccia passare un altro circolo ÀLB, ciascuno degli archi AL, BL , 
sarà un quadratile, cioè la quarta parte della circonferenza di un 
circolo massimo; ed il suo piano sarà perpendicolare al piano DLC. 

Reciprocamente, se la distanza di un punto di un circolo al polo 
di questo circolo è uguale ad un quadrante, esso circolo sarà mas- 
simo ; e se un circolo massimo è perpendicolare ad un altro circolo 
massimo, il primo passerà per i poli del secondo. 

287. Corollario 111. Per le proprietà de’ poli si possono descrive- 
re sulla superitele della sfera archi di cerchio come sopra un piano. 
Infatti , se si ponga la punta di un compasso in A, e con un dato 
intervallo Alti si faccia girare il compasso intorno ad A, l’altra pun- 
ta descriverà la circonferenza MKN. Se l’ intervallo è uguale al 
quadrante AD, si descriverà una circonferenza DLC di circolo mas- 
simo. 

288. Definizione III. Se due archi di circoli massimi s'incontra- 
no sulla snperlìcie della sfera, l’angolo da essi compreso sarà l' an- 
golo formato dai piani, ne' quali gli archi si ritrovano. 

PROPOSIZIONE CIX — TEOREMA. 

289. L' angolo MAR che fanno tra loro due archi AM , AR di 
circoli mattimi, è uguale all angoloHAF formato dalle tangenti con- 
dotte a questi archi dal punto A; etto ha ancora per misura l’ar- 
co DL descritto dal punto A come polo fra i lati AM, AR, prolun- 
gati , re occorra (fig. 48 ). 

Dim. Infatti, la tangente AR tirata nel piano dell’arco AM è per- 
pendicolare al raggio AO ; e la tangente AF condotta nel piano 
dell’ arco AR è perpendicolare allo stesso raggio; per conseguenza 
l’angolo RAF è uguale all’angolo DOL che misura l'inclinazione 
de’ due piani OAD , OAL, che è quella degli archi AM. AK. Ma 
l’angolo DOL è misurato dall’ arco DL, dunque ancora I arco DL 
è la misura dell’angolo formato dagli archi AM, AK, come si dove- 
va dimostrare. 

29(1. Corollario I. Gli angoli ALD, BLC opposti al vertice sono 
eguali, perchè l’uno e l’altro è sempre l’angolo formato dagli stes- 
si piani ALB, DLC. 

291. Corollario II. Se un arco AL incontra un altro DC, lasom- 
ma degli angoli adiacenti ALD, ALC è sempre uguale a due an- 
goli retti. 
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PROPOSIZIONE CX — PROBLEMA. 

• 292. Trovare il polo di un qrco di circolo massimo ( fig. 48 ). 

So/. Sia DL 1 arco dato. Dai punti D, e L come poli, e eoll’in- 
tervallo di un quadrarne si descrivano sulla superficie sferica due 
archi che si taglieranno in un punto A Gli archi AD, AL saranno 
quadranti, e però gli angoli AOD, AOL saranno retti, la retta AO 
sara perpendicolare al piano DLC, ed il punto A sarà il polo del 
circolo massimo DLC, ovvero dell’ arco DL; il che si doveva fare. 

PROPOSIZIORE CXt — PROBLEMA. 

• 293. Descrivere sti la superfìcie della sfera un arco di circolo 
massimo, che passi per due punti dali( fig. 48 ). 

Sol. Siano D, e L i due punti dati. Da ciascuno di questi punti 
come poli, e coll'intervallo di un quadrante si descrivano sopra la 
superficie sferica due archi, che si taglieranno in un punto A, che 
sarà il polo dell’arco di circolo massimo, che passa per i punti D, e 
L. Se dunque col punto A come polo, e coll’ interi allo di un qua- 
drante si descriva un arco , questo passerà per i punti I), e L, e 
sarà l'arco richiesto. 

PROPOSIZIONE CX11 — PROBLEMA 

394 . Da impunto di un arco di circolo massimo condurre un 
altro arco di circolo massimo perpendicolare al primo ( fig. 48 ). 

V 

S»a DS uti arco di circolo massimo, e Lil punto dato io es- 
so. Si trovi il polo A dell’ arco DL, poi per i due punti A, e L si 
faccia passare un arco di circolo massimo AL, questo sarà I’ arco 
richiesto. 


. PROPOSIZIONE CXIII PROBLEMA. 

295. Per un punto dato su la superfìcie della sfera condurre un 
arco di circolo massimo perpendicolare ad un arco dato ( fig. 48 ). 

Sol. Sia K il punto dato , e DS l’arco dato. Dal punto K come 
polo, e coll’intervallo di un quadrante si descriva un arco, che ta- 
glierà l'arco DS, prolungalo se occorra, in impunto C;poi da que- 
sto punto come polo, e collo stesso intervallo di un quadrante si 
descriva un arco KL, questo sarà l'arco richiesto. Infatti essendo 
CL un quadrante, l’arco KL sarà perpendicolare all’arco DS. 
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CAPITOLO VI. 

DEI TRIANGOLI SIERICI, 

298. Definizione. I. Si chiama triangola sferico una parte della 
superficie della sfera compresa fra Ire ari hi di circoli mass mi, cia- 
scuno de' quali dev’ esser minore di una semi-circonferenza. 

297. Definizione. II. I lati di un triangol > sferico sono gli archi 
che formano il suo perimetro. Gli angoli poi sono gli angoli che 
fanno i piani , ne’ qua’ i si trovano i tali accennati. 

298. Da ciò si deauce che un angolo di un triangolo sferico sarà 
retto . o acuto , o alluso , secondo la Sjiecie dell' angolo diedro for- 
mato dai due piani ue' quali si trovano i suoi lati. 

299. Abhe iclic si possano concepire descritti sulla superGcie della 
sfera triangoli formati da tre archi di Ire circoli minori , purlulta- 
volta di questi non si fa parola negli elementi di geometria , perchè 
essendo disuguali i circoli miuori , i loro lati non hanno una costan- 
ti; curvatura , come avviene negl’ archi de’ circoli massimi. 

309. Se si prolunghi un luto AC ( (ig. 58 ) del triangolo sferico 
ABC , e si descriva la circonferenza ACG , di cui 1’ arco AC è par- 
te inscerà un secondo triangolo, che sarà formato dai tre archi 
AB , BC , ed AEDC. In questo secondo triangolo il lato AEDC è 
maggiore di una mezza circonferenza ; ma è maiiif sto che basta 
cuti scere gli elementi , cioè i lati e gli angoli , del primo triangolo 
ABC per avere quelli del secondo. 

Ed ecco perché si considerano soltanto quei triangoli sferici , 
ite’ quali c ascun Iato è minute di mezza circonferenza. 

301. Diluizione III. Un triangolo sferico si dice rettangolo , 
isoscele , equilatero , negli stessi casi che un triangolo rettilineo. 

302. Definizione. IV. Una patte della superficie della sfera ter- 
minata da più archi di circoli massiini, dicesi poligono sferico 

(Cg 89). 

303. Definizione. V. Si chiama piramide sferica la parte della 
sfera compresa fra i piani di un angolo solido , il cui vertice trovasi 
al centro della sfera medesima. Il poligono sferico , che è compreso 
fra i piani accennati , dicesi base della piramide sferica. 

30 i. Da questa definizione si deduce che se si congiungauo i tre 
vertici A , B , C ( fig. 60 ) di un triangolo sferico per mezzo de’rag- 
gi AS , BS , CS , si formerà una piramide triangolare sferica SABC. 
Gli angoli diedri SA , SB , SC, saranno precisamente gli angoli del 
triaug lo sferico ABC , e gli angoli piani ASB, BSC, ASC avranno 
per misura i lati di questo triangolo , poiché questi lati si possono 
considerare come descritti co! centro comune S , e collo stesso rag- 
gio ne’ Ire piani che formano l’angolo solido S. Quindi tutte le 
quislioni relative ai triangoli sferici si riducono a quislioni relative 
agli angoli triedri con uu semplice cangiamento di nomi , cioè 
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con dire lati in vece di angoli piani, ed angoli in vece di angoli 
diedri. 

305. Il circolo che passa per i tre vertici A, B, €, ( fig. 60 ), ov- 
vero che è circoscritto al triangolo sferico ABC, è sempre un cir- 
colo minore dalla sfera; perchè se fosse un circolo massimo, i tre 
lati All, BC, AC, sarebbero situati in un medesimo piano, ed il 
triangolo ABC si ridurrebbe ad uno de’ suoi tre lati. 

De triangoli sferici simmetrici. 

306. Definizione VI. Due triangoli sferici si dicono simmetrici, 
quando essendo descritti sopra una stessa sfera o sopra sfere ugua- 
li, gli angoli triedri corrispondenti sono simmetrici. 

307. I)a questa definizione si deduce che ne' triangoli sferici 
simmetrici i lati, e gli angoli sono rispettivamente eguali, ma non 
sono disposti collo .'tesso ordine; e però non si può mai dimostrare 
la loro eguaglianza per mezzo della sovrapposizione; eccetto il ca- 
so de’ triangoli sferici isosceli; perocché, come è manifesto, que- 
sti non possono essere simmetrici. Quindi 

Due triangoli sferici isosceli 'sono eguali, guand * hanno i tre 
lati rispettivamente eguali. 

Infatti, in tal caso sono eguali gli angoli triedri corrispondenti. 

308. lin triangolo sferico non può avere che un solosimme'rico, 
.perchè uu angolo triedro non può avere che un solo simmetrico. 

pi’.orosizionE exiv — problema. 

309. Descrivere un triangolo sferico simmetrico ad un triango- 
lo dato ( fig. ‘25 ). 

Sol. Sia ABC. il triangolo sferico dato. Si uniscano i vertici A , 
B . C, col centro 5 della sfera, e si prolunghino i raggi AS , BS , 
C.S lineile incontrano la superficie della sfera nei punti A'. B', C' ; 
poi si conducano gli archi di circoli massimi A'C', A'B', B'C', il 
triangolo A'B'C' sarà il triangolo richiesto ; poiché si c dimostrato 
altrove ( n° 74 ) che gli angoli triedri SABC , SA'B'C' sono sim- 
metrici. 

310. Scolio I. Questo problema si potrebbe ancora risolvere per 
mezzo delle proprietà de’ poli, ma la soluzione precedente è assai 
più semplice. 

311. Scolio II. Per lungo spazio di tempo si è considerata l’e- 
guaglianza dei triangoli sferici simmelr ci come analoga a quella 
de - iriangoli rettilinei. Senza dubbio i geometri vedevano che la su- 
perficie sferica non si pno rovesciare come il piano; e che per con- 
seguenza era impossibile dim<'St>are l’eguaglianza delle aje He’ trian- 
goli sferici simmetrici colla sovr pposizione ; ma deiiucevano una 
siilaita eguaglianza dalla cgu 'glianza degli elementi de’ triangoli 
accennali, analogamente a ciò che abbiamo detto ( n° 73 J intorno 
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alla eguaglianza degli angoli triedri simmetrici, non essendovi al* 
cuna ragione perché debbano differire l’uno dall’ altro. Purtutla- 
volfa potendosi oggi dimostrare a rigore l’eguaglianza delle ajedei 
triangoli sferici simmetrici , daremo qui appresso la dimostrazione 
di questo teorema, che ricaveremo dalle proprietà dei poli. 

PROPOSIZIONE CXV TEOREM J . 

312 / triangoli sferici simmetrici sotto equivalenti ( fig. 61 ). 

Dim. Siano ABC, DBF due triangoli sferici simmetrici, nei quali 
sia il lato AB = DE, AC = DF, e BC= EF: dico che l’aja del 
triangolo ABC è uguale a quella del triangolo DBF. Infatti , i lati 
dei due triangoli essendo eguali ciascuno a ciascuno , le corde da 
essi sottese saranno pure eguali e formeranno triangoli rettilinei 
eguali; per conseguenza i circoli circoscritti a questi triangoli sa* 
ranno eguali. Quindi se peri poli 0, c 1’ di questi circoli si condu- 
cano arch; di c:rcoii rnassim agli angoli dei triangoli proposti, que- 
sti archi saranno eguali (n° 282), e si formerà in questo modo so- 
pra ogni lato de’ triangoli proposti un triangolo sferico isoscele. Or 
i tre triangoli isosceli del primo de’ triangoli dati sono rispettiva- 
mente uguali ai tre del secondo ( n°307 ), dunque le aje dei trian- 
goli proposti saranno formale nello stesso modo con quelle dei nuo- 
vi triangoli; e però i triangoli sferici simmetrici sono equivalenti , 
come si doveva dimostrare. 

313. Scolio. Se i poli O, e P dei circoli circoscritti ai tr angoli 
cadessero fuori di questi, la dimostrazione sarebbe sempre Ta stes- 
sa come si può vedere facilmente. 

314. Corollario. Se si congiungano i vertici dei tr angoli ABC , 
DEF ( fig. 61 ) col centro della sfera, o con i cen'ri di due sfere 
eguali, le p ; ramidi triangolati sferiche simmetriche, elicne risulte- 
ranno, saranno equivalenti. Infatti, è mani esto dalla proposizione 
precedente che le due piramidi saranno composte di parti eguali cia- 
scuna a ciascuna, abhcnchè non siano disposte con lo stesso ordine. 

Inoltre, si dimostra similmente che gli angoli solidi fredri sim- 
metrici, formati ai vertici delle due piramidi, sono equivalenti. Que- 
sta verità, alla quale arrivammo per altra strada ( n° 73 J, si trova 
ora messa in piena luce, e rigorosamente dimostrata. 

Caratteri dell' eguaglianza dei triangoli sferici. 

315. Paragomndo i triangoli sferici con gli angoli triedri corri- 
spon 'enti, e richiamando ciò che è stato dimostralo ( n® 72, 77, 
"H, 7!) ). risulta clic due triangoli sferici descritti su la medesima 
sfeia, o sopra sfere uguali, sono eguali o simmetriche, se si avvera 
una delle seguenti condizioni. 

I 1 tre lati eguali ciascuno o ciascuno. 

2." Un angolo eguale com/jresofra due lati eguali ciascuno a 
ciascuno. 
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3. Un lato eguale adiacente a due angoli eguali ciascuno a cia- 
scuno. 

t' 0 ^ ^ re n, jg o li eguali ciascuno a ciascuno. 

3(6. Quest ultimo carattere di cgu.igl anza non li a 'uogo, come 
vedemmo nella geometria piana, nei triangoli retti ine ; perchè in 
questi se gli angoli sono eguali ciascuno a ciascuno, i ali non sono 
eguali, ma sono proporzionali. A. l’opposto nei triangoli sferici, che 
anno gli angoli eguali , e seno descritti sopra una medesima sfera, 
o sopra sfere uguali, se i lati fossero propo; zinnali, essi ducereb- 
bero eguali còme archi simili di circoli erenze che hanno i rag- 
gi eguali. Quindi ne triangoli sferici descrill sopra la stessa s*e- 
ra , se gli angoli sono egual . i Iriangnl n n saranno siini -, ma 
eguali, o simmetrici saranno nondimeno s in li , se posta I’ egua- 
glianza degli angoli , sono descritti sepia sfere, che abbiano ra*><n 
disuguali. 0!S 

Dei triangoli sjenci spplemenlarj. 

3(7. Definizione. Due triangoli sferici si dicono sapp ementarj, 
quando essendo descritti sopra una stessa slera. o sopra sfere egua- 
“ » B*, 1 an S°li triedri corrispondenti sono supplemcnlarj. 

318. Apparisce da questa definizione che se nel centro di una 
sfera si situano due angoli triedri siipplenieniurj, i triangoli .'forici 
determinati dalle intersezioni delle Iacee di questi angoli colla su- 
peritele sierica, saranno supp'ementarj, ed in tal modo si vede co- 
me si possa descrivere un |riangolo sferico, che sia supplementari© 
ad un altro triangolo dato. Da ciò poi si deduce che ogni triangolo 
sferico ha il suo suppleinentario vale a dire che ad ogni triangolo 
sfer co corrisponde un altro triangolo, di cui i lati, e gli angoli so- 
no rispetti v am nte supplcincnt degli angoli . c dei lati de! primo. 

L poiché le cosò precedenti si possono ancora dimos’rare per 
mezzo delle proprietà dei poli , cosi è avvenuto die i triangoli sfe- 
ric, supplemcnlarj s eh amano ancora triangoli sferici polari. Ma 
avendo noi a suo luogo parlalo dell'angolo triedro supplcmentario, 
non abbiamo bisogno di ricorrere alle proprietà dei poli. 

Proprietà dei triangoli sferici. 

PROPOSIZIONE CI VI — TEOREM J. 

3 19. In ogni triangolo sferico un lato qualunque èminore della 
somma degli altri due ( lìg. 60 ). 

Dim. Sia ABC un triangolo sferico; e SABC l'angolo tr'edro cor- 
rispondente. Or in ogni ango o triedro ciascun angolo piano è m - 
nore della somma degli altri due ( n“ 66 ); dunque ciascuno degl* 
archi AB, AC, BC. che nvsurano questi angoli, dovrà esser minore 
«.ella somma degli altri due; il che si doveva dimostrare. 
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moronzionK cxvu — teokbhjs 

320. Il più corto cammino fra due punti A , e B s tanti sopra 
la superficie di una sfera è il più piccolo dei due archi del circolo 
massimo che passa per questi due punti ( fig. 62 ). 

Dim. Infami , si supponga che il più corto cammino fra i punti A. 
e B non sia l’arco AB di circolo massimo, ma una liuea AMNB 
differente dall’ arco AB. Si prenda un punto M su questa linea , e 
per i punti A , M, e B, M si facciano passare gli archi AM, MB di 
circoli massimi : risulterà il triangolo sferico AMB; e per consegueu- 
za ( u° 3 1 9 ) , si avrà, 

AM -+ MB\ AB 

Prendendo in seguito un punto M tra M . e B , e conducendo gli 
archi MN , e NB di circoli massimi , si avrà ancora. 

MN-t-NB \ MB. 

e però aggiungendo dall* una e dall' altra parte 1’ arco AM , risulterà 
AM -+■ MN NB \ AM -t- MB 

Proseguendo nello stesso modo , si rende manifesto che il cammino 
fra i punti A , e B va crescendo a misura che più ci avviciniamo 
al'a linea AMNB. e per conseguenza è evidente che 1' arco AB è 
il più corto cammino fra i punti A , e B ; e non vi potrebbe essere 
altro arco , poiché fra due punti A , e B situati su la superficie di 
una sfera non può passare che un solo circolo massimo ; il che si 
doveva dimostrare. 

321. Scolio 1. Nella dimostrazione precedente si è supposto che 
la linea AMNB fosse esterna a tutti gli archi di circoli massimi con- 
dotti per due qualunque de' suoi punti. Ma se accadesse 1* opposto, 
come si vede nella parte punteggiata MN' A , si condurrebbero gli 
archi MN' , cd AN" di circoli massimi ; e poiché risulterebbe 

AN' +- MN'\ AM , 

si conchiuderebbe come sopra che AN' -t- MN' +- MN ■+• NB è 
maggiore di AM +- MB , ovvero di AB. 

322. Scolio II. Basendo f arco di circolo massimo la misura di 
ogni distanza sferica , anche per questa ragione si adoperano i soli 
archi di circoli massimi per lati ae’ triangoli sferici , e non quelli 
di circoli minori. 


paoposiziosEcxvit — tbobbbj. 

323 . La somma dei tre lati di ogni triangolo sferico è minore 
della circonferenza di un circolo massimo ( Cg. 60). 

Dim. Infatti , essendo nell’ angolo triedro SABC la somma dei 
tre angoli piani minore di quattro angoli retti, la somma dei lati 
del triangolo sferico ABC . che misurano i detti angoli piani, dovrà 

6 
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essere minore <1! una circonferenza di circolo massimo che misura 
i quattro angoli rotti. 

324. Scolio. Si dimostra similmente che 

La somma de lati di ogni poligono sferico è minore della circon- 
ferenza di un circolo massimo ( fig. K9. ) 

Perocché nell’ angolo solido corrispondente al poligono ABCDE, 
la somma degli angoli piani è minore di quattro angoli retti ; e per 
conseguenza la somma de’ lati del poligono de/ essere minore della 
circonferenza di un circolo massimo. 

pnorostziojiE cui — teorema. 

325 . La somma degli angoli di un triangolo sferico è minore di 
sci , e maggiore di due angoli retti ( fig. 60 ). 

Dim. Infatti ; ciascun angolo di un triangolo sferico ABC è mi- 
nore di due retti ; e perciò la somma dei tre angoli è minore di sei 
retti. Di più , ciascun angolo del triangolo ABC è il supplemento 
di un lato del triangolo sferico suppleraentario ( n° 318 ) , e per 
conseguenza equivale ad una mezza circonferenza meno questo lato. 
Dunque la somma dei tre angoli del triangolo ABC vale tre mezze 
circonferenze meno i tre lati del triangolo supplementario. Or que- 
sti tre lati valgono meno di due mezze circonferenze ( n° 323 ), per- 
ciò se da tre mezze circonferenze si log! e una quantità minore 
di due mezze circonferenze, il resto sara maggiore di una mezza 
circonferenza. Quindi la somma dei tre angoli del triangolo ABC 
avrà per misura un arco maggiore di una mezza circonferenza ; e 
però la detta somma sarà maggiore di due angoli retti. 

326. Corollario I. Dal teorema precedente apparisce che la som- 
ma dei tre angoli di un triangolo sferico non c costante come quella 
dei tre angoli di un ir angolo reti lineo ; ma varia da due sino a sei 
angoli retti senza mai uguagliare nè l’uno nè l’altro limite. Laonde 
essendo dati due angoli di un triangolo sferico non si può trovare 
il terzo angolo : e così pure è manifesto che I’ angolo esterno di un 
ir angolo sferico non è uguale , ma minore della somma dei due in- 
terni ed opposti. 

327. Corollario II. Si deduce ancora che un triangolo sferico può 
avere due o tre augoli retti , due o Ire angoli ottusi. Il triangolo sfe- 
rico , che ha due angoli retti dicesi bi-rettangolo ; chiamasi poi tri- 
rettangolo quando ha tre angoli retti. 

Se il triangolo ADL(fig 43) ha retti due angoli D, e L, il 
vertice A sarà il polo dell’arco DL, e ciascuno de’ lati AD, AL sarà 
un quadrante. 

Se poi si suppone che il lato DL s’a esso pure un quadrante, al- 
lora il triangolo ADL sarà tri-rettangolo, e sarà contenuto otto vol- 
te nella superficie della sfera. 
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PHorOSlOMK CSX — TRORtntA. 

328. In ogni triangolo sferico isoscele gli angoli opposti ai lati 
uguali sono uguali. Reciprocamente se due angoli di un triangolo 
sferico sono uguali , i lati ad essi opposti saranno pure uguali 
(fig 63]. 

Dim, Sia ABC un triangolo sferico isoscele, nel quale si suppon- 
ga AB = AC. Si divide la base in due parti uguali nel punto D , 
e si faccia passare l'arco di circolo 'massiino Al) ; si avranno i due 
triangoli ABD , ACD , nei quali essendo i tre lati rispettivamente 
uguali , sarà 1’ angolo B = C. 

In secondo luogo , supponendo che abc sia il triangolo supple- 
mentario del triangolo proposto, dall’essere B=C si deduce ac=ab ; 
e quindi sarà I' angolo b = c ; dal che iuGtie risulta 1’ uguaglianza 
dei lati AC , AB. 

329. Corollario. Apparisce da questo teorema che 

1°. Un triangolo sferico equilatero è anche equiangolo > e reci- 
procamente. 

2.° Jn un triangolo sferico isoscele I arco di circolo massimo 
condotto dal vertice al punto di mezzo della base è perpendicolare 
a questa base , e divide l'angolo al vertice in due parti uguali. 

PROPOSIZIONE CXXI TEOREMA. 

330. In ogni triangolo sferico il lato opposto all angolo mag- 
giore è maggiore del lato opposto all’ angolo minore; e reciproca- 
mente ( fig. 61 ). 

Dim. Sia in primo luogo l’angolo B maggiore dell’angolo A, 
sarà il lato AC maggiore del lato CB. Infatti si conduca l'arco di 
circolo massimo BD in guisa che risulti l’ angolo ABD = A (*) : in 
virtù della proposizione precedente si avrà BD=AD. Ma nel trian- 
golo BDC, il lato BC è minore della somma dei lati BD, DC, ovve- 
ro di AD -t~ DC ; dunque AC è maggiore di CB. 

In secondo luogo sia il lato AC maggiore del lato CB, sarà l’an- 
golo B maggiore dell’angolo A; poiché se fosse minore, o uguale 
uel primo caso sarebbe il lato AC minore del lato CB , e nel secon- 
do caso si avrebbe AC =CB , contro la supposizione in ambidue i 
casi ; per conseguenza dev’essere l’angolo B maggiore dell'ango- 
lo A. 


(*) Ciò è sempre possibile. Infatti, si divida l'arco AB in due parti uguali, 
e pel punto di mezzo si faccia passare un arco di circolo massimo perpen- 
dicolare ad AB , che incontri 1’ arco AC nel punto D ; indi per questo punto 
e pel pumo B si faccia passare un areo di circolo massimo DB , risulteran- 
no due triangoli rettangoli uguali , c però sarà 1’ angolo ABD =» A. 
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proposizione cxxu — teOrkma. 

331 . Se due triangoli sferici , descritti sh la stessa sfera , o so- 
pra sfere eguali , hanno due lati ugnali rcspettiram'nte a due lati, 
ma 1' angolo compreso dai due primi è maggiore di II’ angolo com- 
preso dai due secondi, sai ó il terzo loto del primo triangolo mag- 
gior» del terzo lato del secondo ; e reciprocamente. 

La «limostraxione è simile a quella fatta pel caso analogo nei trian- 
goli rettilinei. 

ilisura del fuso , del triangolo sferico, e del poligono sferico 
proposizione cimi — teorema. 

332. Il fuso sla alla superficie della sfera come V angolo dei se- 
micircoli massimi che comprendono il fuso sta a quattro angoli 
retti ( Gg. 65 ), 

Dim. Sia il fuso AMBN compreso dai due semicircoli massimi 
AMB , ANB che terminano al diametro comune AB. L’angolo MAN 
formato dai due archi AM , AN , e che dicesi angolo del fuso , può 
essere misurato ( n° 289 1 dall’ angolo MON , ovvero dall' arco MN 
del circolo massimo MÌNI* , che ha per asse il diametro AB. Oltre 
a ciò, è evidente che sopra una medesima sfera due fusi sono ugua- 
li quando i semicircoL che li comprendono formano tra loro ango- 
li uguali. Ciò premesso , è facile dimostrare la propostone enun- 
ciata. Infatti , supponiamo in primo luogo che 1’ areo MN sia com- 
mensurabile colla circonferenza MNP ; e che stia a questa come 
3 a 12. Dividendola circonferenza in 12 parli uguali, l’arco MN 
conterrà 3 di queste parti ; poi facendo passare per i punti di divi- 
sione, e per i punti A , B , 12 circoli massimi, la superficie sferica 
sarà decomposta in 12 fusi uguali, 3 dei quali saranno contenuti 
nel fuso AMBN. Quindi il fuso accennato sta alla superGcie sferi- 
ca come 1’ arco MN alla circonferenza MNP, oppure come l’angolo 
MAN del fuso sta a quattro angoli retti. 

Se l’arco MN fosse incommensurabile colla circonferenza MNP, 
la proposizione enunciata si dimostrerebbe col ragicnamenio fatto 
nella geometria, piana in un caso aualogo (*) 

333. Scolio È manifesto che colla stessa dimostrazione si po- 
trebbe provare che l’ unghia sferica AMBN sta alia sfera come l'ar- 
co MN sta alla circonferenza MN1*. 


(*) Vedi Geom. Pian» n* 378 . 
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pnoposmoNK eixiv — ibore-mji. 

S34. Il fuso la per misura il prodotto del so arco moltiplicato 
pel diametro della sfera ; e V unghia per misura il prodotto del 
fuso moltiplicato pel terzo del raggio della sfera medesima (fig. G5) 

Dim. Imperocché; si ha dalla propost one precedente che il fuso 
AMNB sia alla superile e sferica come I arco MN alla circonfcr' fi- 
la MNP ; per conseguenza il fuso accennato sia alla superficie sfe- 
rica come I’ arco MN moltiplicato pel diametro MP sta alla circon- 
ferenza MNP moltiplicata per lo slesso diametro. Ma la circonfe- 
renza MNP moltiplicala pel suo diametro é la misura della super- 
ficie sferica , dunque il fuso ha per misura t areo MN , che misura 
il suo angolo, moltiplicato pel diametro della sfera. 

In secondo luogo, essendo l'ungVa sferica alla sfera come il fuso 
alia superficie sferica , sarà l’ unghia alla sfera come il fuso moltipli- 
calo pel terzo del raggio della sfera sta alla superficie sferica tn Im- 
plicala pel terzo dello stesso raggio. Ma la superficie sferica molti- 
plicata pel terzo del raggio della sfera è la misura di ques a . dun- 
que 1’ unghia avrà per misura il fuso moltiplicalo pel terzo del rag- 
gio della sfera. 

335. Corollario I. Il settore circolare MON avendo per misura il 
prodotto dell’ arco MN per la metà del raggio M() , sarà in virtù 
della proposizione precedente il fuso AMBN quadruplo del detto 
settore. Quindi il triangolo sferico birettangolo AMN , che è metà 
del fuso , sarà doppio dello stesso settore circolare. Che se poi il 
triangolo AMN fosse trirettangolo , allora la sua aja sarebbe ngua. 
le a quella di un semicircolo massimo, cioè sarebbe la ottava parte 
della superficie sferica; e per conseguenza la superficie sferica po- 
trà essere rappresentata da otto triangoli sferici trirettangolù 

336. Corollario 1 1 Se dunque si prenda per uuit:i delle superfì- 
cie sferiche il triangolo trirettangolo , che chiameremo K , e pec- 
uu'tà d angolo l' angolo retto , che chiameremo Il , s av ri la pro- 
porz one qui appre so. 

Fuso AMBN : Sii. ; ; areo MN : circ. MNP 1 , 
ovvero , chiamando A l’ angolo del fuse , 

Fata A.VIBN : *K : I A : 4R , 
e mult’plicando per 2 i termini della seconda ragione T 
Fuso AMBN : 8K ; : -2A &R , 
e dividendo per 8. i conseguenti 

Fuso AMBN . K : ; 2 A : R. 

Ma in Iu go di K, e 11 si possono mettere le unità che rappresen- 
tano , dunque si avrà iu fine. 

Fuso AMBN = 2A . 

vale a d re che il fuso è uguale al doppio del atto angolo. 

Questa espressione è di pur» convenzione : poiché essa serve » 
dinotare sotto forma abbreviata la proporzione or ora ottenuta. , 
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cioè che il fuso ita ni triangolo trirettangolo , rhc è l'unità super* 
fic aie , come il doppio dell’ angolo del fuso sia all angolo retto, che 
è l’ unità angolare. La differenza sta dunque in questo ; c oè , che 
nella proporzione le due unità , superficiale , ed angolare , sono e- 
spressc, mentre nella uguaglianza. 

Fuso AMBN = 2A. 

le stesse unità si devono sottintendere ; il che non può mai produrre 
equivoco di sorta , e molto meno indurre in errore. 

TROPOSIZION* CXXV TEOREMA. 

337. L’afa di un triangolo sferico ha per misura il raggio della 
sfera mu! tip! icato perla somma dei tre archi, che misurano i tre an- 
goli del triangolo , diminuita di una mezza circonferenza ( fig. 66 ). 

Dim. Sia ABC un trangolo sfer’co. Si prolunghino i tre lati, fin- 
ché si formino le circonferenze intere delle quali fan parte, BADE 
CAFE, BCDF. E poiché le circonferenze de’ circoli massimi s’ in* 
tersegano alla distanza di 180" ( n" 222 ) , gli archi ACE, BCD , 
CAF saranno mezze circouferenze ; e le rette AE , BD, CF saranno 
diametri della sfera. 

Ciò premesso , i triangoli ABC, BCE formano il fuso compreso 
dalle mezze circonferenze ABE, ACE, e che ha per angolo A. Si- 
milmeute , i triangoli ABC, ACD formano il fuso compreso dalle 
m>‘zze circonferenze BAD. BCD, il cui angolo è B : e finalmente, i 
triangoli CED, FED formano il fuso compreso dalle mezze circon- 
ferenze CEF, CDF, che ha per angolo C. Ma i triangoli ABC, FED 
sono simmetrici, perchè sono simmetrici gli angoli ir edri OABC , 
OEDF ( n° 309 ), dunque le loro aie sono eguali; e però i trian- 
goli accennati equivalgono al fuso, che ha per angolo C- 

Quindi se a iriangoli BCE, CED, ACD si aggiunga il trplo del 
triangolo ABC la somma sarà eguale a quella dei tré fusi accen- 
nati. Ma la prima somma è uguale alle superficie dell’ emis'ero 
ABE1)C più due volte il triangolo ABC, dunque la seconda somma, 
cioè quella dei Ire fusi, equivale alla superficie dell’emisfero più 
due volte il triangolo ABC ; e per conseguenza il doppio di questo 
triangolo sarà eguale alla somma dei tre fusi, diminuita delia su- 
perficie dell’emisfero. Or ciascuno di quelli fusi equiva'e al pro- 
dotto dell'arco, che misura il proprio angolo, pel diametro della 
sfera e la superficie dell’emisfero ha per misura il prodotto di una 
seinicii con'erenza di circolo massimo pe diametro medesimo, dun- 
que il triangolo ABC preso due volle è uguale al diametro molti- 
plicato per la somma dei tre archi , che misurano i tre angoli del 
triangolo, diminuita di una mezza circonferenza ; e perciò il trian-' 
polo ABC avrà per misura il raggio della sfera moltiplicato per la 
somma dei detti archi diminuita di una mezza circonferenza , co- 
me si doveva dimostrare. 

338. Corollario I. La superficie della sfera avendo per misura 11' 
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diametro moltiplicato per la circonferenza di un circolo massimo , 
ovvero il raggio moltiplicato per due volte la circonlerema di uu 
circolo massimo, segue dalla proposizione qui sopra dimostrala, che 
la superficie del triangolo sferico sta a quella della sfera come la 
somma dei tre archi, che misurano gli angoli «lei triangola . dimi- 
nuita di una mezza circonferenza sta a due circonferenze di circo- 
lo massimo. 

Quindi mettendo in luogo degli archi gli angoli da essi Rrstirati, 
ci avrà che 

La superficie del triangolo sferico sta a quella della sfera còni’- 
r eccesso della somma dei tre angoli del triangolo sopra due angoli 
retti sta ad otto angoli retti. 

339. Corollario 11. Dal corollario precedente si deduce che se si 
denota con E l’eccesso della somma dei tre angoli del triangolo so- 
pra due retti, e si prende per unità delle superficie sferiche il trian- 
golo trirettangolo, e per unità degli angoli I angolo retto, e di più si 
osservi che la superficie sferica è ugnale ad otto triangoli Irirettau- 
goli, il teorema sopraccennato sarà espresso dalla proporzione 

Triangolo ABC: 8 ” E : 8, 
dalla quale si deduce evidentemente 

Triangolo ABC s= E. 

Quindi si potrà dire che 

L'aja di un triangolo sferico qualunque ha per misura f eccesso 
della somma dei suoi tre angoli sopra due angoli retti- 

Questa espressione abbreviata è di pura convenzione, e non può 
produrre veruno equivoco, allorché vi si sottintendano le due uni- 
tà, cioè Cuna che serve di misura alle superficie sferiche, e l’altra 
agli angoli 

340. Scolio. Giova ancora osservare, che se si dividono per 8 i 
conseguenti de la proporzione 

Triangolo ABC: 8 * ; E: 8, 

si avrà che 

L'aja di un triangolo sferico sta al triangolo Ir {rettangolo come 
F eccesso della somma dei tre angoli del primo sopra due angoli 
retti sta all'angolo retto . 

raorosizioM cixvt — ts onesta. 

MI. L'afa t l’un poligono sferico ha per mi ura la somma dei 
suoi angoli , diminuita del prodotto di due angoli tetti pel numero 
dei lati del poligono meno due ( lig. 59 J. 

Dim. Sìa ABCDE un poligono sferico Da un vertice A di que- 
sto poligono si conducano a tutti gir altri vertici le diagonali AC , 
AD; il poligono proposto sarà diviso in tanti triangi L, quanti ne 
dinota il numero de’ lati raeoo due. Or 1’ aja di ciascun, triangoli» 
ha per misura la somma de suoi tre angoli meno due angoli retti 
( n° 329 ); ed è poi manifesto che la somma di tutti gli angoli dei 
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triangoli è ugnale alia somma degli angoli del |w>ligonó , dùnque' 
laja de lo Messo poligono dovrà avere per misura la somma de’ suoi’ 
angoli d m nu ta di tante volte due angoli retti , quante ne d noia il 
numero dei lati meno due. 

342. Scolio. Per unità di misura delle superfìcie si prende ord : - 
nariamente il quadrato., che ha per lato I unità d lunghezza. -Stan- 
do a questa eonvensionc abbiam dato ( n° 332 ) la misura del fuso, 
e del triangolo sferico, riducendo l’una e l’altra a quella di un ret- 
tangolo. l’urtutlavolia abbiamo fatto vedere che si poteva prendere 
il triangolo tr rettangolo per unità delle superficie sferiche, ed al- 
lora abbiam conosciuto 1 espression- delle aje del fuso, e del trian- 
golo sierico, die risultavano, le quali davano luogo ad altre espres- 
sioni semplicissime, abbi nchè fossero di semplice convenzi, ne Nel- 
la misura del poligono sferico si è resa manifesta 1 utilità di queste 
espressioni; per mezzo di esse si abbreviano le dimostrazioni, e si 
ritengono facilmente le verità della scienza. 

Misura della piramide sferica, e dell’angolo solido 
al vertice di essa, 

• • ' * I* *, 

PROPOSIZIONE CXIVII TBOKBitJ. 

343. La piramide sferica triangolare ha per misura il prodotto 
della sua base pel terzo del raggio ( fig 66 ). 

Dim. Sia ABCO una piramide sferica triangolare. Si ripeta la 
costruzione falla nella proposizione (n°337 ), ed in luogo de’ trian- 
goli sferici, e dei fusi s sostituiscano le piramidi triangolai i, e le 
unghie sferiche corrispondenti. Si dimostrerà eonie ne la proposi- 
zione accennala chela piiamide ABCO presa due volte equiva'e 
alla somma delle tre unghie sferiche, che hanro per angoli rispet- 
tivi A, B, C, diminuita deU’emis r ero ACDCB. Ma ciascuna di quel- 
le unghie è uguale al prodotto del fuso corrispondente pel terzo del 
raggio ( n° 334 ), e {'emisfero ha per misura il prodotto di mezza 
superficie sferica pel terzo del raggio ( n° 266 ), dunque la pirami- 
de ABCO presa due volte è ugnale al terzo del raggio moltiplicato 
per la somma de’ tre fusi, d minuùa di mezza superficie sferica. Or 
i tre fusi equivalgono alla metà della superficie della sfera più due 
volte il tr angolo ABC ( n° 337 ), per conseguenza la piramide 
ABCO dovrà a\ ere per misura il prodotto della sua base pel terzo 
del raggio come si doveva «J i mostrare . 

314 Corollario I. 'Polendosi unn piramide sferica poligonale 
scomporre in piramidi sferiche triangolari , segue che 

Una piramide sferica qualunque ha per misura il prodotto del 
poligono sferico , che è base della piramide, pel terzo del raggio. 

34 5. Corollario II. Due piramidi sferiche qualunque stanno co- 
me le loro basi. 

■ . • f. - • - / 
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346. Corollario IH. Poiché la sfera ha per misura il prodotto del- 
la sua superficie pel ter/.o del raggio, ne consegue che 

La piramide triangolare sferica sta ulta sfera come il trian- 
golo sferico, che forma la base della piramide, sta alla superfi- 
cie sferica. 

Se dunque si prenda per unità di superficie il triangolo sferico* 
trieeUangolo, e per un ta di volume la piramide trirettangola, cioè* 
quella clic ha per base il triangolo trirettangolo : e di più si tenga* 
pi esente che lasfeta è ugna e ad otto piramidi trireltangole , eia. 
superficie sferica ad otto triangoli Irireltangoli, si avrà che 

La piramide triangolare sferica sta alla piramide trirettangola 
come il triangolo sferico , che forma la base della prima , sta al : 
triangolo trirettangolo che è la base della seconda. 

• 3 


PRO POSIZIONE CLIVIII TEOREMA. 

' • .. t 

347. Se per i punti 0, ed o presi su gli spigoli di due angoli 
diedri M C D N . medn. si conducano i piani AOB, aoh perpendico- 
lari agli spigoli medesimi, gli angoli solidi triedri OABD, oabd 
staranno fra loro come gli angoli piani corrispondenti agli angoli 
dicdri( fig. 17). • - - 


Dim. Nel piano AOB si descriva co! centro in 0, e con un rag- 
gio ad arbitrio l’arco AB: si pratichi lo stesso nel piano aob , pren- 
dendo per raggio oa= OA. 

Ciò premesso , si supponga in primo luogo che gli arrhi AB, ab- 
s ano commensurabili, e che la loro comune misura sia contenuta 
m volte nell arco AB, ed n volte nell’arco ab. Si divida I’ arco AB t 
in m i arti eguali, portando la comune misura sopra di esso, e l'ar- 
co ab in n parti eguali, poi si congiungano i punti di divisione col 
centro 0, e col centro o, le rette congiungenti, come EO , eo , sa^ 
ranno raggi, che divide' anno l’angolo AOB in m parti eguali . e 
l'angolo aob in » parli eguali. Or, se per tutti questi raggi , e per 
gli spigoli DC, de si facciano passare de' piani coineEDC. e de, ran- 
gola solido Ir edroOABDsnrà diviso inmangoli sol di triedri eguale 
Ira loro, perchè l'uno può coincidere coll’ altro essendo ognuno 
formalo da due angoli retti, come DOA . DUE , e da un angolo e- 
gualc all'angolo AOE. Lo stesso si dimostra per l’angolo triedro 
oabd, e per conseguenza i due angoli triedri accennati stanno come 
gl archi AB, ab, o come gli angoli piani AOB, aob,o in fine come 
gli angoli diedri DC, da. 

Se g i a; chi AB, ab fossero incommensurabili, avrebbe luogo la 
stessa proporzione, e ciò si d mostrerebbe come si è fatto nella geo» 
meli ia piana per gli angoli ai centri di cerchi eguali. 

34.8. Corollario. Se s suppone che l'angolo diedro de sia retto , 
gli angoli triedri oabd, oabe, saranno ambidue irirettangoli : e però 
sarà l’angolo d edro DC all'angolo diedro retto do come la somma* 
<jei due angoli triedri OABD, OABC, che compongono il primo y 
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alla comma dei dne angoli triedri irirettangoli , oabd, oabe , che 
compongono il secondo. 

349. Seolio. Si noti che la proporzione accennata nel corollario 
precedente sussiste anche quando il piano AOB non è perpendico- 
lare allo spigolo DC. Infatti, è manifesto che se in tal caso si con- 
duca pel punto O un piano perpendicolare allo spigolo DC, la som- 
ma dei due angoli triedri, clie ne risultano sarà eguale a quella 
degli angoli triedri OABD, OABC, Or, l’angolo diedro DC ha per 
misura l'angolo piano corrispondente MCR, ovvero C, dunque se 
si prenda per unità degli angoli diedri l’angolo diedro retto, e per 
unità degli angoli triedri l’angolo triedro trirettangolo, la propor- 
zione sopra mentovata diviene 

C: 1 : : OABD +. OABC : 2; 

e facendo il prodotto degli estremi, e quello del medi, risulta 
OABD h- OABC =2C, 

vale a dire, sarà la somma dei due angoli triedri OABD , OABC e- 
guale al doppio dell’angolo diedro DC; o in altri termini che il va- 
lore numerico della somma dei due angoli triedri è doppio del va- 
lore numerico dell’angolo diedro. L’eguaglianza accennata è di pura 
convenzione, e non può indurre in errore, come abbiamo osservato 
in altri casi analoghi. 

proposizione chi* — teorema 

350 . Un angolo triedro qualunque sta allangoìo triedro trireU 
tango lo come la somma delle misure de tre angoli diedri del pri- 
mo, diminuita di due angoli retti , sta all angolo retto ( fig. 66). 

Dim. Sia OABC un angolo triedro qualunque. Si consideri il suo 
Vertice 0 come il centro di una sfera, che abbia un raggioOA pre- 
so ad arbitrio, e si ripeta la costruzione fatta (n®337 ). 

Ber le cobo dette nello scolio precedente il valore numerico del- 
la somma dei due angoli triedri OABC, OBCE, è doppio di quello 
dell’angolo diedro corrispondente, la cui misura è I angolo A, per 
conseguenza si avrà. 

OABC -4- OBCE = 2A. 

Similmente si dimostra che il valore numerico della somma de- 
gli angoli triedri OABC, OACD, è doppio di quello dell’angolo die- 
dro, che ha per misura l’angolo B ; e finalmente il valore numeri- 
co della somma degli angoli triedri OCED, OEDF, ovvero OCED, 
OABC, perchè OEDF è simmetrico ad OABC, sarà dopp o dell’an- 
golo diedro, che ha per misura l’angolo C, Quindi ragionando co- 
me si è fatto nella misuradella piramide sferica triangolare (n°343), 
si dimostrerà che il valore numer c i dell’angolo triedro OABC preso 
due volte è uguale a quello della somma de’ valori numerici dei tre 
angoli diedri accennati, diminuita di quello de’ quattro triedri OABC, 
OBCE, OCED, OACD, che si appoiggano sull’ emisfero. Ma questi 
equivalgono a quadro triedri trireUangoli , ed il valore numerico 
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di due tr'edri tri reti angoli è doppio di quello di un angolo diedro 
retto, dunque il valore numerico dell’angolo triedro OABC preso 
due volte è espresso da 

2A -|- 2B +• 2C — *; 
e per conseguenza sarà 

OABC = A f B+-C-2. 

Dalle cose precedenti è mandesto che questa espressione OABC 
d'nola il rapporto di questo angolo triedro all’angolo triedro tri re t- 
tangolo, che è la sua unità d misura, e che A -t- B -t- C — 2 in- 
dica il rapporto della somma delle misure de’ tre angoli diedri del 
primo, diminuita di due angoli retti, all angolo retto, poiché 1’ an- 
golo retto essend » la misura dell'angolo diedro retto si pub consi- 
derare come l'unità di misura degli angoli diedri, quindi il teorema 
proposto rimane dimostrato. 

351 . Scolio. Paragonando la misura dell’angolo triedro al verti- 
ce del'a p ramide triangolare sferica ABCO con quella del' trian- 
golo sfer co ABC (n° 338 ) si vedrà che 1’ una , e 1’ altra è espres- 
sa da A B -t- C — 2. Ma si è dimostrato (n° 345 )che due pira- 
midi sferiche triangolar , ed in generale due piramidi sferiche qua-' 
lunque, che fanno parte di una medesima sfera, o di sfere uguali, i 
stanno come i triangoli, o i poligoni sferici, che formano le loro basi, 
dunque. 

Gli angoli solidi ai vertici delle piramidi accennate stanno essi 
pure nella proporzione delle boti. 

Da ciò si deduce che quando si volesse determinare il rapporto 
di due angoli solidi qualunque, bisognerebbe immagnare descr Ite 
dai loro vertici come centri due superficie sferiche dello stesso rag- 
gio, e paragonare le aje de’ poligoni intercetti fra le loro facce. 

Se dunque si prende per unità di misura delle aje di quei poligo- 
ni il triangolo Ir rettangolo, e per unità di misura degli angoli soli- 
di i'angol « triedro trireltangolo, il numero che dà l’aja del poligono 
s'erico darà pure la misura dell’angolo solido corrispondente. Per 1 
esemp o, se l’aja del poligono sferico è espressa da 4/5, vale a dire 
se è i 4/5 del triangolo trireltangolo, l’angolo solido corrisponden- 
te sarà ancora i 4/5 dell'angolo tr.edro tri rettangolo. 

. i 

Risoluzione di alcuni problemi. 
riorosiztoNE qui — pmobleuj . 

352. Essendo dati i tre lati di un triangolo sferico, trovare i 
suoi angoli ( fig, 67 ). 

Soluzione. In luogo del triangolo sfer co, ti considerò l' angolo 
triedro, che risulta uuendo i tre vertici del triangolo proposto col * 
centro della sfera. 

Sia dunque SABC un angolo triedro, di cui sono dati tre angoli 
pumi, ASB, BSG, ASC, e supponiamo primieramente che si voglia 
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trovare l'angolo diedro ASBC. Per un nonio 0 dello spigolo SB 
s' innalzino su questo nelle facce ASB, BSC le perpend co'ari OM, 
ed ON, I angoli) MON è I angolo che si vuole dntcrminart», poiché 
esso è la misura dell' angolo diedro ASBC. Si prenda sul prolun- 
gamento di SO un punto B ad arbilr o. e sopra SA un punto A in 
modo che la retta BA incontri OM in un punto M situalo fra B ed 
A(n°70 ). S Irailmente si prenderà sopra SC un punto C tale che 
la retta BC incontri ON in un punto N siiu ,lo fra B e C, Finalmen- 
te si condurranno le rette AC, MN. 

Ciò premesso, si facciano sopra un piano gli angoli asb, bes, csa 
respcttivamente uguali agli angoli ASB, BSC, ASC della figura so 
lida ; prendasi r«=SA, sA=SB, sc=SC, e si uniscano ab , bc,cat. 
I triangoli asb, bsc, csa saranno respeiiivatnenie uguali ai trian- 
goli ASB, BSC, CSA , perchè hanno un angolo uguale compreso 
fra Iati uguali. Se dunque colle rette ab, bc, cu' si costruisce un 
triangolo a"bc, questo triangolo sarà uguale al triangolo ABC, poi- 
ché i loro lati sono respettivamenle uguali. 

Si prenda ora bo =» BO, e che nella figura piana come in quella 
solida può esser qualunque, pel punto o si conduca mn perpendi- 
colare sopra si; il triangolo mob sarà uguale al triangolo MOB, 
poiché hanno un lato bo= DO, adiacente a due angoli uguali cia- 
scuno a ciascuno, cioè mob= nMOB come retti, e »nio=MBOa ca- 
gione della uguaglianza dei triangoli «si, ed ASB. Per la stessa 
ragione saranno uguali i triangoli bon, e BON, onde si avrà o?»== 
OM; ed ou=ON. 

Si faccia inoltre bm'-=bm , e si congiunga m'n, il triangolo rn'bn 
sarà uguale al triangolo MBN; poiché hanno due lati ugnali cia- 
scuno a ciascuno, cioè bm'—bm~BM, eó»=BN;e questi lati sono 
compresi fra gli angoli eòa", e CBA uguali in virtù della ugua- 
glianza dei triangoli a"bc, ed ABC. Quindi sarà mb<=MN. 

Se dunque colle rette, om, on, m'i isi costruisca il triangolo nino 1 
questo triangolo .‘ara uguale al triangolo MOJN ; dappoiché questi 
triangoli avranno i loro tre lati uguali ciascuno a ciascuno. Laon- 
de 1 angolo m'o'n sarà uguale all’ angolo cercato MON. 

Nello stesso modo si potranno otteuere i due altri angoli driedri, 
ossia gli angoli t piani che li misurano. 

353. Scolio. E fàcile vedere elle là costruzione precedente può 
sempre applicarsi, qualunque sieno i ire angoli piani, purché sono 
tali da poter formare un angolo triedro. Si vede aacora che il pro- 
blema ammette una sola soluzione 

- ^ \ , « * . ' * , . * 
i J 1 ■ •* » « > j -• -• .i.).'»; i ' > ■' ' * 

PROPOSIZIONE CXXX1 PROBLEMA. 

, 354- Essendo dati i Ire angoli di un triangolo sferico; trovare 
i suoi tre lati. 

Soluzione. Sostituendo al triangolo proposto l’angolo triedro che 
gli corrisponde , il problema , si riduce a trovare gli angoli piani 
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di un angolo triedro allorché sono dati i suoi angoli diedri M, N, 
1’. Ciò posto, si chiami tl l'angolo retto , e si consideri 1’ angolo 
triedro supplementario, gli angoli piani di questo saranno espressi 
da 2d— M, 2 d — N,e 2 d — ]*. Quindi applicando le costruzioni fatte 
nella proposizione precederne si potranno determinare successiva- 
mente i tre angoli diedri dell’ angolo triedro supplementario. Sia- 
no A, B, C questi tre angoli diedri , è manifesto che gli angoli pia- 
ni dell’angolo triedro proposto verranno espressi respeltivaraenle da 
2 d — A, 2 d — B, e 2d— C, e però il problema sarà risoluto. 

PROPOSIZIONE CXXXII PROBLEMA 

355. Essendo doli due lati di un triangolo sferico , e V angolo da 
essi compreso, trovare il terzo lato ( fig. 67 j. 

Soluzione -Questo problema si riduce al seguente: dati in un an- 
golo triedro due angoli piani e l’angolo diedro compreso, trovare 
il ter o angolo piano. Siano dunque ASB,e BSC i due angoli piani 
dati, s innalzino sopra SB le perpendico'ari OM, ed ON,e si ripeta 
la costruzione fatta ( n° 342 ), l’angolo MON essendo la misura del- 
l’angolo diedro ASBC che si suppone dato , si conoscono nel trian- 
golo MON due lati e l’angolo compreso. Quindi si può costruire 
questo triangolo, e dedurne l’angolo piano incognito ASC. 

Infatti sì costruiscano sopra un plano gli angoli as6, e òse re- 
spetlivamenle uguali agli angoli ASB, e BSC della figura solida; 
e si prenda sa= SA, jà=SB, ac=SC. I triangoli asò, e òse saran- 
no respeltivamente uguali ai triangoli ASB, e BSC. Si faccia inol- 
tre io =BO, e pel puuto o si conduca la retta mn perpendicolare 
a si-, i triangoli moi e noi saranno rispettivamente uguali ai trian- 
goli MOB, e NOB. 

Ciò premesso, si costruisca un triangolo m"o“n", in cui l’angolo 
m"o"n" sia uguale all’angolo dato formato dalle facce ASB e BSC. 
e sia m"o"=zmo-x=MQ , e »"o"=no=NO. Questo triangolo sarà 
uguale al triangolo MON, poiché avranno un angolo uguale com- 
preso fra lati uguali; e ne risulterà »iV=MN. 

Coi lati mi, in, e m"n" si costruisca il triangolo m'iiv, quesso tri- 
angolo sarà ugu. le al triangolo MBN; poiché avranno i loro tre 
luti uguali ciascuno a ciascuno. 

Su la retta imi si prenda ia"=ia, e si congiunga ca" , il trian- 
golo a"bc sarà uguale al triangolo ABC, poiché gli angoli a"ic, cd 
ABC sono uguali a cagione della uguaglianza dei triangoli m'in, e 
MBN, e di più si ha ic—iiC, e i«"=A«=BA. 

Da ciò risu ta ancora a"c= AC. Si costruisca dunque un trian- 
golo (/se, di cui i lati se, e sa' sieno uguali , e la base s a eguale 
ad o"c; questo triangolo sarà uguale ai triangolo ASC, poiché essi 
avranno i loro tre lati uguali ciascuno a ciascuno. L’angolo a 1 se 
sarà dunque il terzo angolo piano richiesto. 
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856. Scolio. Conoscendo il torso angolo piano , si potranno ot- 
tenere i due altri angoli diedri colla costruzione del n° 34*2. 

E facile poi vedere che il problema proposto ammette uua sola 
soluzione. 

proposizione «uni — rnoaiBMj. 

357. Estendo doli un luto ed i due angoli adiacenti di un trian- 
golo sferico, trovare i rimanenti tati, ed il terzo angolo. 

Soluzione. Sostituendo al triangolo sferico l’angolo triedro corri- 
spondente, rappresentino A l’angolo piano dato M, ed N gli angoli 
che servono di misura agli angoli diedri adiacenti dati. In virtù del 
teorema del n° 68 , 1 ' angolo triedro supplementario avrà due an- 
goli piani uguali a 2 d — M,cd a 2 d — N; e l’angolo diedro compre- 
so sarà espresso da 2d — A ( chiamando d l’angolo retto ). 

Applicando le costruzioni del problema precedente, si potrà de- 
terminare il terzo angolo piano del triedro supplementario . e poi 
colle costruzioni del n° 342, i suoi due altri angoli diedri. Sieno P 
il terzo angolo piano, B e C i due angoli diedri cosi determinati , 
l’angolo triedro proposto avrà necessariamente un terzo angolo die- 
dro espresso da ’ld — P,ed i due altri angoli piani saranno re$|>elti- 
vemente uguali a 1d — B, ed a 2 d — C. Quindi tutte le sue pai ti sa- 
ranno conosciute. 

358. Scolio. Là risoluzione de’ problemi precedenti fa vedere che 
coll'aiuto dell’angolo triedro supplementario essi si riducono a due 
soli. Cosi pure, se fossero dati di un triangolo sferico due lati ed un 
angolo opposto ad uno di questi lati , ovvero due angoli ed un lato 
opposto ad udo di questi angoli, la risoluzione dei due problemi ac- 
cennali si ridurrebbe a quella di uno di essi in virtù dell' angolo 
diedro supplì mentario; ma noi non ci occuperemo di siffatta risolu- 
zione, perchè non può farsi compiutamente colla pura geometria, 
senza ricorrere a costruzioni complicate, per cui la rimettiamo ai 
trattali di trigonometria sferica. 

SCOLIO GENERALE. 

359. Le proposizioni relative alla misura delle solidità dei polie- 
dri, e quelle spettanti alla misura delle superficie e delle solidità 
dei tre corpi rotondi, essendo di una grande importanza nelle ap- 
plicazioni pratiche della geometria abbiamo stimalo di dare in que- 
sto luogo l’espressioni le più brevi possibili del e principali misure 
fra quelle sopraccennate ; e ciò si ottiene coll’ajulo dei simboli al- 
gebrici 

1. Sia Bla base di un prisma , II la sua altezza ; la solidità del 
pi isola sarà espressa da BxH. 

IL Sia B la base di una piramide, H la sua altezza; la solidità 
d-!la piramide verrà espressa da Bx 7 H. 
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III. Sia H l’altezza di un tronco di piramide a basi parallele, e 
siano A, e B le sue basi; sarà |/AB la media proporzionale fra que- 
ste basi; c però la solidità del tronco di piramide sarà. 

hx(A4-b-*-i/àb) 

IV. Sia B la base di un tronco di prisma triangolare, H, H', H", 
le altezze de’ suoi tre vertici superiori la solidità del prisma tron- 
cato sarà» , 


f Bx(H^H'h.H"). 

V. Sia R il raggio della base di un cilindro, H la sna altezza. 
La base sarà espressa da tR% come si è veduto nella geometrìa 
piana; e la solidità del cilindro sarà tR’xH. 

VI. La circonfeuza della base sopraccennata essendo espressa 
da 2 tR, La superficie curva del cilindro sara 2 jtRxH. 

VII. Sia R il raggio della base di un cono, H la sua altezza, U 
solidità del cono sarà. 

•J-tR’xH; e se si dinoti con E il lato del cono medesimo , la su- 
perficie curva di questo sarà rRE. Di più se si chiami r il lato del 
quadrato equivalente al rettangolo RxÈ, la superfìcie curva del co- 
no sarà espressa da rr*; e per conseguenza questa superfìcie sarà 
equivalente al cerchio, che ha per raggio la media proporzionale 
fra il raggio della base, e l’altezza del cono. 

Vili. Siano A e B i raggi delle basi di un tronco di cono a basi 
parallele, H la sua altezza; la solidità del tronco di cono sarà 
;-tHx(A%_B*h-AB) 

IX. Sia R raggio della sfera la sua superfìcie sarà 4rR*, e la sua 
solidità verrà espressa da -J tR’, ovvero da j-s-D’, dinotando con 
D il diametro della sfera medesima. 

X. Sia 11 il raggio di un settore sferico, H l’ altezza della zona, 
ebe gli serve di base; la solidità del settore sarà 

ìtR’xH. 

XI. Sia R il raggio della sfera, ed H 1’ altezza di una zona, l’es- 
pressione di questa sarà arRxH- 

X LI. Sia R il raggio di una sfera , ed H 1’ altezza di un segmen- 
to sferico ad una base, la solidità del segmento sarà 
irH*X(3R— H), 

ovvero tH*x( R — j H ). (m). 

Se in luogo del raggio della sfera si volesse introdurre in que- 
lla espressione il raggio BE ( fìg ■ 52)della base del segmento, clic 
chiameremo R, si osserverà che BE è media proporzionale fraAE, 
cd ED, ossia fra H, e 2R— H; per conseguenza sarà K*==2RH— H*, 

donde si deduce R=^l±Ii. Sostituendo questo valore neH’espres- 

211 


sione (m), c facendo le riduzioni opportune, 1 
to sferico ad una base sarà espressa da 

2 6 




— a 


vale a dire che 
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o O^ni segmento sferico ad una bate equivale allo melò del cilin- 
dro., che ha la stessa base e la stessa altezza, più la sfera, che ha 
quésta altezza per diametro. 

E poiché il segmento sferico a due basi parallele è uguale alla 
'differenza di due segmenti sferici, ciascuno de’ quali ha una sola 
.base, si rende manifesto che 

Ogni segmento sferico compreso fra due piani paralleli, ha per 
misura la semi somma delle sue basi multiplicata per la sua al- 
tezza, più la solidità della sfera, che ha questa stessa altezza per 
diametro. 

Del resto possiamo assicurarci di questa verità , osservando che 
se la misura del segmento sferico a due basi fosse diversa dalla pre- 
cedente, quando uno dei piani paralleli accennali diviene tangente 
Itila sfera , la misura del segmento sferico ad una base, che allora 
risulterebbe, non sarebbe più quella dimostrata qui sopra. 

Se dunque si chiamino P e Q le due basi di un segmento sferico, 
e H la sua altezza, la solidità di questo segmento sarà 
l» + QxH + rH’. 

' 2 6 

E manifesto che questa espressione si può anche applicare al seg- 
mento, che abbia una sola base P; poiché in tal caso l'espressione 
accennata si riduce a 

PxH-j-tH’. 

2 6 ~ 
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